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Blatt 1, Aufgabe la: Fiir n € Ny := N\ {0} seien:!

1 3 2n+3
F(n)=——— = —
() n(n + 2) Gn) 4 2n+1)(n+2)
Z.z.. A(n): F(k) =G(n)| fir n € Ny. Induktionsanfang ist A(1).
k=1
n+1
Im Induktionsschritt ist Z F(k)=G(n+1) aus .A(n) zu folgern.
k=1
n+1 n
STFEER)E S F(k) + Fn+1) £ Gn) + F(n + 1)
k=1 k=1

daher z.z: |F(n+1)=G(n+1)—G(n)

3 2n+5
G 1)=-— dah
D = St oy b

n+3)2n+3)—(n+1)(2n+5)

Gn+1)—-G(n)= 2(n +1)(n +2)(n + 3)

Der Zahler dieses Bruchs ist 2n +4 = 2(n +2), daher

Gn+1)—G(n) = (n+1)1(n+3) =F(n+1) O

— Das ist nicht richtiger als andere Losungen, aber vielleicht klarer.

Die abgegebenen Losungen formen typischerweise die Behauptung um und
enden auf ,1/3 = 1/3“. Es ist etwas seltsam, wenn in einem Beweis die
Voraussetzung am Schluss und der Schluss aus der Voraussetzung am An-
fang steht. Aber OK, wenn jeweils ,ist dquivalent zu“ oder ,zu zeigen also“
angedeutet wird, z. B. durch Fragezeichen iiber dem Gleichheitszeichen.

I'N* wegen Aufgabe 10 nachtriglich in N; abgesindert.

2009/05,08
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Blatt 1, Aufgabe 1b: Hier ist es besonders wichtig, sich die zu betrach-
tenden Aussagen klarzumachen. Zu zeigen ist, dass

An): |a,=2"+(-1)"

fiir alle n € N gilt.

Die Rekursionsgleichung bestimmt a,, erst ab n > 2, daher miissen A(0) und
A(1) ,,zu Fuf§ ausgerechnet* werden, was auch kein Problem ist. Zu zeigen
bleibt A(m) fiir m > 2. Fiir diesen Fall ergibt die Rekursionsgleichung

Um = Qo1 + 20— = 2™ 4+ (D)™ + 202" 2 4 (—1)"?)

Wegen 2-281 H ot (cym2— (cnym wnd (1t (- o
= 2" 27T (1) =27 4 (1),

also A(m).

Ich habe plotzlich statt ,n* das Variablensymbol ,m* verwendet — aus zwei
Griinden: (i) um Verwirrung bei Anwendung der Rekursionsgleichung zu
vermeiden; (ii) um nun zu diskutieren, inwiefern es sich um eine Induktion
oder iiberhaupt um einen Beweis handelt.

Ich habe nicht ,von n auf n + 1¢ geschlossen. A(m) wurde auch nicht nur
aus A(m — 1) abgeleitet, vielmehr ging weiter A(m — 2) wesentlich ein — als
SIH

Es handelt sich also nicht um eine vollstindige Induktion im urspriinglichen
Sinne.

Die ,,Rettung® des Beweises ist die <y-Induktion — Korollar zu Satz 1.1 der
Vorlesung. Auf A(m) konnte unter der Voraussetzung geschlossen werden,
dass A(k) fiir alle & < m gilt — wobei fiir A(m) bei m > 2 die Voraussetzung

A(k) nur mit &k =m — 1 und k = m — 2 erforderlich war und .A(0) und A(1)
ganz ohne einen solchen Riickgriff auskamen.

Diese Betrachtung fiihrt den Beweis zu einem gliicklichen Ende.
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Blatt 1, Aufgabe 2 (Fibonacci-Zahlen): Die ,Mustererkennung® im
,Indexsalat® ist oft mithsam, zumal wenn die Indizes auch nur mithsam zu
entziffern sind. Hilfreich wéren Hinweise, was fiir eine Umformung jeweils
vorgenommen wurde.

Fir0<k<n |G,k):=aran_k1+ ags10n_k| 2.2 |a,=Gu(k)

Induktionsschritt:  Der Schluss ist nur fiir k+1 < n zu fithren. In G,,(k+ 1)
kann die Rekursionsgleichung auf a2 angewandt werden, danach ergibt sich
eine weitere Anwendung auf a,,_j:

Go(k+1) = ps1pp—2+ Qg2 g1

= Q1 An—2 + (@ + Qt1) Qg1
= apOn_k-1+ Qg1 (k-2 + Qn_j_1)

= QG Op—p1+ g1 0 = Gpk) = a, O

Speziell folgt  ag, = Gan(n), also
A2y, = Gy Qop—n—1 T Ap+1 Q2p—n = Ap Ap—1 + Apt+1 Ap = Ap ((ln,1 + an+1)

somit @y, | az, (Diesen Aufgabenteil habe ich in der Ubung vergessen!)

Blatt 1, Aufgabe 4a: unproblematisch, nur zum spéteren Riickverweis:
Do ai+b) =3 " ai+ 3 b

Induktionsanfang ist in dieser Aufgabe immer A(0).

Blatt 1, Aufgabe 4b: Beim Schritt
Z;ﬂ > i+ ZT (n+1,5 = ZT Z?H Qij

wird durchgehend geschummelt, zum Teil wie Forster, Analysis I, 4. Aufl.,
S.12 (Appell an die Vorstellung einer allgemeinen Summe vieler Summan-
den, Piinktchen-Notation). Korrekt sollte auf Aufgabe Ja verwiesen werden.
Damit

m n m 4a m n def m n+1
Zj > aij + Zj On+1,j = Zj (205 aij + any1j) = Zj Zi+ aij U
Blatt 1, Aufgabe 4c: Analog zu la etwa:
G(n+1) = G(n) = (any2 — ao) — (@n41 — a0) = Ant2 — app1 = F(n+1) O
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Blatt 1, Aufgabe 3: Vorab leicht zu verifizieren (3 Fille):
s5g(0) =1 und  Sg(z) =0 fir xz € Nj.
sg(z) =1—=35g(z), daher
sg(0) =0 und sg(z) =1 fir x € Ny.
Bemerkung: In Bezug auf N ist sg die charakteristische Funktion oder Indika-
torfunktion? 1y, von Ny, 5g ist die charakteristische Funktion 19y der Komple-

ment(dr)menge {0} = N\ Nj. Auflerdem ist sg die Einschrinkung der Signum-
funktion (und auch der Heaviside-Funktion ©g) auf N.

Fiir y € Ny wird

A(z): |r(z,y) <y und Fy(z):=y-q(z,y) +r(z,y) =z

durch vollstdndige Induktion nach x bewiesen.

A(0) gilt trivial wegen r(0,y) :=0=:¢(0,y). A(x + 1) aus A(z):

Essel |Gy(z) =y~ [r(z,y)+1].| Aus A(z) folgt r(z,y)+1<y.

Falls |r(z,y)+ 1<yl Gy(zr)>0=59(Gy(z)), sg(Gy(x)) =1,

e Fall
r@+1,9) Ly +1 <y
Fy(x—kl)d:d . (x,y)—i—[r(x,y)—i—l]gx—l—l

Andernfalls |r(zx,y) + 1=y}, Gy(x)=0=s9(G,(z)), 59(Gy(x)) =1,

r(x—i—l,y)d:ef()<y
def Fall IH
Fy(x+1) = y-lq(z,y)+1] = y-q(z,y)+y = y-q(z,y)+[r(z,y)+1] = z+1

Bemerkungen: (i) x — r(z,y) ist eine ,diskrete Sigezahnfunktion®, die Schritt
flir Schritt um 1 wéchst, wenn sie nicht bei Teilern von y auf 0 ,zuriickfallt“. —
(i1) x +— q(z,y) ist eine ,diskrete Treppenfunktion®, die konstant bleibt, wenn sie
nicht bei Teilern von y um 1 ansteigt. — Vgl. Lemma 1.6 im Skriptum— x geteilt
durch y ist q(z,y) mit Rest r(z,y)!3

2Bedeutsam in der Maftheorie, der Rekursionstheorie und der Beweistheorie.
3Die Aufgabe zeigt letzlich, dass die Division mit Rest auf N primitiv-rekursiv ist, vgl.
H. Hermes, Aufzihlbarkeit, Entscheidbarkeit, Berechenbarkeit, 1971, S. 65ff.
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Blatt 2, Aufgabe 5a: Mit [G,(k):=2"%y*| (0<k<n) ist

Anyz,y): |[(x—y)- Z Gn(k) = 2"t —y"™| firn €N

sinnvoll und z.z.; IA also A(0;z,y). IS: Gnui(k) =x-G,(k), daher

(@ =y)- Y Gupi(k) D (w—y) (Z Gny1(k) + Gnya(n + 1))

k=0
T (l,n—i-l . yn+1) + {L‘yn+1 . yn-‘r?
xn+2 - yn 2 0

Blatt 2, Aufgabe 5b: ’Mn = 2" — 1‘ ist die n-te Mersenne-Zahl.* Wir
beweisen die zur Behauptung dquivalente Aussage

Ist n keine Primzahl, so ist M, keine Primzahl.

Diese Aussage trifft fiir n = 0 und n = 1 zu, weil My = 0 und M; = 1 keine
Primzahlen sind. Ist n € N\{0, 1} =: Ny° keine Primzahl, so gibt es r, s € Ny°
mit n =rs. A(s —1;2",1") geméaB Aufgabe 5a ergibt dann

[y

Moo= (@) - (1) = (2~ 1) Y@y

b
Il

Wegen 1 < 2" < 2™ sind dann sowohl 2" — 1 als auch die Summe positive
nicht-triviale Teiler von M,,, d.h. sie sind gréfler als 1 und kleiner als M,,.
O

4 Marin Mersenne 1588-1648, frz. Monch, Priester, Mathematiker, Musiktheoretiker.
SNTT wegen Aufgabe 10 nachtriglich in Ny abgeiindert.
Sbzw. Skriptum: r,s <n ...
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Blatt 2, Aufgabe 6: « und b16sen 22—z —1=0.7

2
1++5 1 5 5 1++/5
( f) ‘zﬂiig‘” b

5 =

Aquivalent zur Behauptung® ist

A(n): |VBE, =a*—b"| firneN,

A(0) und A(1) sind klar. Fiir n € Ny:

a® —bv" = a?ad" -0 = (a+1Da"E—(b+1)b"?
_ an—l . bn—l 4 an—2 . bn—2

Y V5(Fa+F) 2 VBF,

In diese Betrachtung sind als ,,/V“ A(n — 1) und A(n — 2), eingeflossen, was
wie in Aufgabe 1b als <y-Induktion rechtfertigt werden kann. 0

"a (oder manchmal b) wird Goldener Schnitt genannt, weil bei Streckenverhiltnissen

d
c:d=(c+d):c die Gleichung 2 _cre a erfiillt wird.

c
8Formel von de Moivre (1730) bzw. Binet (1843).
9Im Wikipedia-Artikel Fibonacci-Folge gibt es noch ,elegantere® Herleitungen.
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(Zoy -y Tn) T (Yo, -+, Yn) <= (Fk <n) (xk <y & (Vi< k)(z; = yl)>

Blatt 2, Aufgabe 7 — Losung ,,n fest“. Idee: Zu einer nicht-leeren
Teilmenge M von N"™! werden nacheinander mg, m1, ... so bestimmt, dass
(mo, ..., my) kleinstes Element von M ist.

Kleine Abkiirzung: Seien s = (zg,...,x,) und t = (yo,...,yn) € NFL
s=Ft heiBt Vi<k: z; =y. Damit

sCt <= Fk<n)(z, <y & o=""y)

Sei ) # M C N"*!. Wir definieren rekursiv nicht-leere Teilmengen M), von
M, 0 < k < mn, die fiir k¥ > 0 die Eigenschaft haben, unter =*!  abgeschlos-
sen” zu sein in folgendem Sinne:

sEM, & teM & s=F"'t = te M, (A(K))
— My, # 0 und A(k) sind durch vollstdndige Induktion nachzuweisen.
Es sei My := M (#0).
Ist M}, definiert (0 < k < n) und nicht leer, so sei fir m € N
My i ={ (2o, ..., xn) € My :xp =m}

M, hat (IV') mindestens ein Element (yo,...,¥), €in solches ist in My, .
Daher ist {m € N : M,, # 0} nicht-leere Teilmenge von N und hat
wegen des Prinzips vom kleinsten Element (Skriptum Satz 1.3) ein kleinstes
Element my. Wir setzen My := My, -

Ist (zg,...,x,) € My, so ist zg = mg, und alle (yo, ..., y,) mit yo = my = o
sind in M, also A(1). Gilt A(k) fiir £ > 1, und ist s = (zg,...,2,) € Mgy
und t = (yo,...,yn) € M mit s =F ¢, so gilt auch s =F"! ¢, und ¢ ist nach
A(k) wie s in M. Auflerdem gilt wegen s =F ¢ x, = y,, und t ist nach
Konstruktion in My, — damit A(k + 1).

Nach Konstruktion ist M, 1 = {(mo,...,m,)}, dieses Element von M,
heile u. Es bleibt zu zeigen, dass u das kleinste Element von M ist. Sei
s = (xq,...,T,) ein anderes Element von M. Dann 3k,0 < k <n, x, # my,
dh. A={keN:k<n&ax,#mg} #0. Wieder nach dem Prinzip
vom kleinsten Element gibt es ein kleinstes Element ky von A. Demnach
s =Fo=l 4 und nach A(ky)ist s € My,. Nach der Wahl von my, ist dann
My, < Tp,, damit u C s. a

2009/05/15
nur
angedeutet.
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Blatt 2, Aufgabe 7 — Losung ,,Induktion nach n“. Wir bezeichnen
die lexikografische Ordnung auf N**! als C"*! und beweisen durch Induktion
nach n, dass jede nicht-leere Teilmenge von N™"*! ein kleinstes Element be-
ziiglich ="*! hat.

IA: n=0. Vorbetrachtung: Y(zo), (yo) € N*: (z0) C' (y0) <= x0 < ¥o.

Seien M C N M #0 und M :={xg € N: (xg) € M}. M # 10
wegen M # (), mnach Prinzip vom kleinsten Element hat M’ ein Element
mo mit VYm € M, m # my: mg < m. Fir jedes (xg) € M\ {(myg)} gilt
(mo) C' (mg), d.h. (myg) ist kleinstes Element von M beziiglich .

IS: Es seien () # M C N"*2 und
M = {(zo,...,2,) €N Jz, 1 € N:(20,...,20, Tpe) € M}

Ist (Yo, Yns1) € M, soist (yo,...,yn) € M', daher 0 # M’ C
N1 nach IV hat M’ ein kleinstes Element u' = (uy, ..., u,) beziiglich
C". Nach Konstruktion ist {m € N : (ug,...,up,,m) € M} # () und hat
nach Prinzip vom kleinsten Element ein kleinstes Element w,, .

Zu zeigen bleibt, dass  u := (ug, ..., u,s1) kleinstes Element von M ist. Sei
s = (xg,...,xys1) ein anderes Element von M. Dann 3k, 0 < k < n + 1:
xp #up, dh. A:={keN:k<n&ax # u} # 0. Wieder nach
Prinzip vom kleinsten Element hat A ein kleinstes Element k.

Ist ky<n, soist s :=(zg,...,z,) € M', und ' C""' s gilt nach
Wahl von ', dies impliziert uw C""2s. Ist kg =n-+1, soists =/, und
Ups1 < Tpyq  gilt nach Wahl von u,,, 1, damit ebenfalls « C"*? s. O

Blatt 2, Aufgabe 7 — Losung ,,Induktion nach n extra“.' Mit Ab-
kiirzungen aus §2 der Vorlesung betrachten wir fir n € N (n + 1)-Tupel
t = (xg,...,2,) € N*™' als durch #(k) = z; definierte Abbildungen
t: I,y1 — N, also N*™! als N/n+1, £l begeichnet die lexikografische
Ordnung auf N*+1,

10Geht auf verschiedene Konstrukte der Vorlesung ein, die fiir die Aufgabe nicht unbe-
dingt notig wéren. Inhaltlich, also von Notationstricks abgesehen, lehnt sich der Beweis
an die vorhergehende Version an.

2009/05/15
nicht vorge-
tragen.
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Weiter ist () das ,0-Tupel* bzw. die ,leere Abbildung“ e : Iy — N mit
Iy = () gemiB Vorlesung. N sei {()}. Die ,lexikografische* Ordnung ° ist
eine ,leere* Relation auf N°, die durch () Z° () definiert ist, auch gemif
der Aufgabenstellung. Die einzige nicht-leere Teilmenge {()} von N° hat ()
als kleinstes Element beziiglich £°.11

Durch vollstindige Induktion nach n zeigen wir, dass jede nicht-leere Teil-
menge von N” ein kleinstes Element beziiglich " hat — A(n). A(0) haben
wir eben erklért.

Fiir t € N**! gei ¢* := t|I (Einschréankung auf I,,, t(n) wird ,entfernt®,
eventuell t* = ().) Fir ¢t € N* und m € N sei tx* (m) die durch
t(n) :=m definierte Erweiterung von t auf I,;; (= tx*(m) e N*T1) 12

IS: Wir zeigen A(n) = A(n+1). Esselen 0 # M C N*™' und
M ={tr:teM} M+#O = M #0; u seidas kleinste Element
!/ *

von M’ — ein solches existiert nach A(n). o = s* fiir ein s € M nach
Konstruktion von M’, damit

stnye A=={meN:ux(m)e M}

also A # 0, und nach Prinzip vom kleinsten Element hat A ein kleinstes
Element w,,.

Zu zeigen bleibt, dass wu := u' % (u,) kleinstes Element von M ist. Sei
u#te M Dann Fk, 0<k<n: t(k)#u(k), dh

B:={keN:k<n&tk)#ulk)}#0

Wieder nach Prinzip vom kleinsten Element hat B ein kleinstes Element k.
Ist ko <mn, soist t*e€ M', und wu* = C"t* gilt nach Wahl von o/,
dies impliziert w C"' ¢, Ist kg =n, soist t* =wu*, und wu(n)=u, <
t(n) gilt nach Wahl von w,, damit ebenfalls u " ¢. O

UDjese Betrachtung ist auch fiir die ,,b-adische Darstellung“ (Skriptum 1.6f.) von Inter-
esse.

12ygl. Skriptum: Bemerkung zu Satz 1.7. s := t * (m) = s(k) = t(k), k € I,.
Man kénnte auch ¢ ~ (m) schreiben. Die Schreibweisen ersparen das Ausschreiben von
»(Zo, ..., x,)¢ und machen Formeln iibersichtlicher. Auch die Verwirrung, die durch das
mit 0 beginnende Numerieren der Folgenglieder wird gemildert. All die Tricks machen den
Beweis zwar insgesamt sogar ldnger, niitzen vielleicht dennoch — fiirs bessere Verstédndnis
und fiir spéter.

13D, h. t ist ein anderes Element von M.
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Blatt 2, Aufgabe 8b. (|, :={k &€ N:k <n}|gemifl Vorlesung §2.)

Die Voraussetzung D(b**1;a) = (c,,...,co) bedeutet nach Vorl., Satz 1.7
und den dort anschlieSenden Bemerkungen

a= Zci(bk“)i mit Vi<n:¢ €L & ¢, >0 (a)
i=0

Die Voraussetzung D(b;¢,) = (Cpms, - - -, Cro)  bedeutet analog
cn:chjbj mit Vi<m:c,; €, & cun >0 (b)
§=0
Vorausgesetzt wird schliellich noch
k
Vi € In C; = Zcijbj mit VJ S k- Cij € Ib (C)
Die Behauptung =
D(b, a) = (Cnm, ...,Cno, Cnfl,ky e ,Cnflyo, ......... ,Clky - - - yC10y COky - - - ,Coo)
I I Il Il Il [ I
IN+m IN YN-1  V(n—-1)(k+1) V2k4+1 Vel Yk Y0
bedeutet analog mit | N :=n (k+ 1)
N+m Cnp—n fir N<v < N4+m
a:Z%b” mit 7y, =< ¢ fir 0<v=i(k+1)+j <N,
V=0 i<n, j<k

— dabei sind 7, 7 nach Lemma 1.5 eindeutig bestimmt durch v geteilt durch

k+ 1 isti, Rest j“ etwa mit den Funktionen ¢ und r aus Aufgabe 3: i =
q(v,k+1) und j=r(v,k+1). Die Behauptung impliziert dariber hinaus
wesentlich  yyym = ¢y > 0, was aber schon aus (b) unmittelbar folgt.

Einsetzen von (b) und (¢) in (a) ergibt 2009/05/18

nicht vorge-

5 k - gen.
a = (Z (Z cz-jbj> b(k+1)z‘) . (Z cnjbj) (k4 1n trag

i=0 “j=0 j=0
n—1 k m
E E i(k4+1)+7 E k+1)+j
e ciij( + )+.7 + anbn( + )+.7
i=0 7=0 j=0
N-1 N+m N+m

- Z Ca(wk+1) (k1) + Z a,b’ = Z a,b”

v=0 v=N v=0
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Zur Umwandlung > >~ +— > beweist man notfalls als Lemma etwa 2009/05/15
1 g-1 r(p,B)—1

q(u,8)—1 p— p—l e
> Z Ve + Z VauHA Z Vav,8).0(9)
k=0 A=0 =

angedeutet.
durch vollstdndige Induktion nach g #hnlich wie in Aufgabe 3 und setzt
B =k+1und g = N ein (dann ¢(pu, 3) = n und r(p, 3) = 0). Tatséch-
lich gelten in der Aufgabe 0 < cpm = 0™ < cppb™ < ¢, < V11 —
m<k = m+1=r(N+m+1,k+1)," was man fiir a schon eine Zeile

frither anwenden kann. O

Blatt 2, Aufgabe 8a. Automatisch erzeugt: 2009/05/18
nicht vorge-

D(g, 893) = (]_, 2, O, 2) tragen.

D(2;2009) = (1,1,1,1,1,0,1,1,0,0,1)

D(8;2009) = (3,7,3,1)

D(16;2009) = (7,13,9) [= 7D9]

D(2;13466917) = (1,1,0,0,1,1,0,1,0,1,1,1,1,1,0,1,0,0,1,0,0,1,0,1)
D(16;13466917) = (12,13,7,13,2,5) [= CD7D25]

142009/05/15 vorgetragen.
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Blatt 3, Aufgabe 9. f:Z? — Z? ist definiert durch | f(x1,z2) = (y1, ¥2)
mit

(Y1) y1 =321 +229| & |(Y2) wyo =T+ 5as

Sind y1, Y2 € Z gegeben, so zeigt Addition von 5 - (Y1) und —2 - (Y2) bzw.
von —7- (Y1) und 3 - (Y2), dass nur

(X1) z1=5y1 —2y2| & |(X2) z9=—Ty; + 3y2

die Gleichungen (Y1) und (Y2) erfiillen — f ist injektiv.

9(y1,y2) := (1, 22) gemiB (X1) und (X2)| liefert offenbar g : Z* — Z2.

Fir 21,29 € 7Z folgt aus (Y1), (Y2), (X1), (X2) g(f(x1,22)) = (z1,x2),
also go f =idge.

In Matrizenschreibweise'® werden (X1) und (X2) durch
T . 5 —2 U1
T2 a =7 3 Y2

und (Y1) und (Y2) durch (?;1) = (? g) (il) ausgedriickt. Setzt
2 2

man | (21,22) := f(g9(y1,vy2))|, so errechnet man mit denselben beiden 2 x 2-

(2)-G D D)0 - )

(Dies steht in engem Zusammenhang mit (3 2 ( o 2 L (1 O)

Matrizen

7 5 -7 3 0 1
— Assoziativitdt der Matrizenmultiplikation, die beiden linken Matrizen sind
invers zueinander.)

Zu gegebenen yy, vy, € Z ist daher (z1,22) := g(y1,y2) ein Element von Z?,
fir das  f(z1,72) = (y1,%2). f bildet also Z? surjektiv auf sich selbst ab,
gleichzeitig haben wir f o g = idg:.

Insgesamt ist also f : Z? < Z? mit Umkehrabbildung g. O

5Fiir die Aufgabe geniigt schlichtes Ausrechnen von f(g(y1,y2)), die Matrizenschreib-
weise fordert lediglich das Versténdnis.

2009/05/15
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Blatt 3, Aufgabe 10. Folgende Darstellung beruht wesentlich auf

http://www.mathematik.uni-muenchen.de/ buchholz/DS09/1loes3.pdf

6N := {6n:n € N} ist die Menge der durch 6 teilbaren natiirlichen Zahlen.
(a) hz)=2>-z=0-@*-1)=@-1)z-(z+1) =

h(x) hat Nullstellen —1, 0, +1; h(0) =0 = h(1) = h nicht injektiv.
Genau eine der Zahlen in {(z —1),z, (xr+1)} ist durch 3 teilbar, und minde-
stens eine ist durch 2 teilbar = das Produkt h(z) ist sowohl durch 3 als
auch durch 2 teilbar [...], also auch durch 6'° = h(x) € 6N. O
(b) hy : Ny — 6N ist die Einschrankung h}Nl von h : N — N auf N; :=
{n € N:n>1}. Im Gegensatz zu h im vorigen Aufgabenteil hat h; daher
nur noch eine Nullstelle. Fiir Injektivitdt von hy bleibt zu zeigen, dass auch

k € N nur noch von einem [ durch h(l) = k ,getroffen® wird. Die Grundidee
ist, dass streng monotone Abbildungen injektiv sind.

Es seien z,y € Ni. Ohne Beschrdinkung der Allgemeinheit 0 < y < x. Laut

Hinweis 23 —y3 = (x —y) (2* + 2y +v*) =

hz)—hly) = (° =)=’ —v)
= (@—y) @ +ay+y’)—(x-y)
= -y (@ +ay+y*—1) > 0

— die letzte Zeile beruht auf r—y >0 und z2?+ay+y?>>4+2+1> 1.
Somit hy(x) # hi(y), hy injektiv.

Nicht surjektiv: hy(1) = 0, hi(2) = 6 h(3) = 24; fir = > 3 ist
hi(z) > h(3), wie eben zur Injektivitit gezeigt. O

16Wird im Anschluss an Aufgabe 18a nachgetragen!
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Blatt 3, Aufgabe 11a: Es werden zwei Beweise vorgestellt.!”

Py(M) :={U € P(M) : |U| gerade }

Schreibweisen: | P,(M) :={U € P(M) : |U| ungerade }
A=BUC:<= A=BUC & BnC=10

B U C wird als disjunkte Vereinigung von B und C bezeichnet.
Erster Beweis durch vollstandige Induktion nach |M|:

Nach Aufgabenstellung M # 0 — A |M| =1 = P,(M) = {0} &
Pu(M) ={M} = [Py(M)| = [Pu(M)|.

IS: Wihlea e M, |M':= M\ {a}| Damit

Py(M) =P,(MYU{UU{a}:U € P, (M)}

Die Abbildung U +— UU{a} =UU{a} fiir U C M’ ist injektiv =

L.2.2

Po(M)] 7=

L.2.5(a)

= Py(M)] + [Pu(M))]

Py(M')

+\{Uu{a};Ue7>u<M/)}

Nach IV |m* :=|Py(M')| = [P.(M')|| = |P,(M)|=2m*. Analog

(Pu(M)]| = |Pu(M)YU{UU{a}: U € Py(M')} =m"+|Py(M')| =2m* O

1"Beide skizziert von Prof. Buchholz, siehe Link in Aufgabe 10.
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Zweiter Beweis mithilfe Lemma 2.7 (b): Es sei'® 2009/05/18
nicht vorge-
tragen.

M
n* = UT'J =max{neN:2n < |M|} < 2n* <|M|<2n"+1

Analog zur Betrachtung von P(X) als disjunkter Vereinigung der Pr(X),
k € Ix|, im Beweis von Lemma 2.7 ist Py(M) disjunkte Vereinigung der
Pr(M) mit geraden k € Iy =

a0l = Sipwonl 20 5 (100

k=0

R CHECY R

(Fir [ M| gerade ist (‘M| N=0)

Analog zu oben ist P, (M) disjunkte Vereinigung der Py(M) mit ungeraden
k€ Iy = (fir [M] gerade ist das letzte Summenglied 0)

w L.2.7(b) o | M|
POl = YlPwatn) P20 S (M)
k=0 k=0
L.2.1(0) i M -1) (M- _ %‘51 M —1)
2|\ 2k 2% + 1 2\ ok

Somit |P,(M)| = |[P(M')| = P,(M) mit M’ = M \ {a} fiir irgendein
a € M — man vergleiche den ersten Beweis.

Blatt 3, Aufgabe 11b: Empfehlung der Aufgabenstellung:*®
My ={XC{l,...,n}:|X|=3 & minX ==k}

P3({1,...,n}) ist disjunkte Vereinigung der M mit 1 <k <n — 2.
My={YU{k}:YeP,({k+1,....n})} = [M]=("") =
n n— n—2 n—k
(5) =Pttt = = X ("5 1) o

1 k=1

~—

[\V]

(]

b
Il

18 GauBklammer*
19Wie Prof. Buchholz, Link in Aufgabe 10.
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Blatt 3, Aufgabe 11b, Alternative durch Rechnen: Einige haben 2009/05/18
vollsténdige Induktion nach n verwendet: nicht vorge-

tragen.
An=3 30005 =6 =1=0)

18—k 1 S () = S0V + (5] = S -0+
n—2 (n— 1 n(n— n n n n+1
k:1(2)+(2): 2 +(3):(2)+(3>: ;r) =
— 1
Blatt 3, Aufgabe 12a. |G, (k) := (n o+ ) fir 0 <k <n. 2009/05/18
k 11 Uhr 40 —
eil}ige
Pi{l,...,n})={XeP({l,....n}): Vie X)(i+1¢ X)}* 3'?}11‘6“(1
Vortrags
Z.z. An): | for=Pi({1,....,n})| =Gr(n)| fir 0 <k <n. gehen.

Tatséchlich kommt es in Teil (b) auf fyo an, hierfiir kann {1,...,0} als
verstanden werden.?!

. Induktion nach n:

(1) Zunachst fur k=0und allen: Pi({1,...,n})={0} = foo=1=
(" ") =G, (0) = A(0).”> In der Folge wird k>0 vorausgesetzt.

(2) Nun wird 0 < k =n fiir alle n abgehandelt.

Grundsétzlich erfiillen einelementige Mengen die Zusatzbedingung =—
i) =P({1H={{1}} = fu=1=()=G@1) = AQ).

Fiir n > 1 enthélt jedoch das einzige Element {1,...,n} von P,({1,...,n})
1 zusammen mit 1+ 1 = 2 und verletzt dadurch die Zusatzbedingung =—

fan=0= () =Gn(n).*

20Schreibweise und Gedankengang iibernommen von Prof. Buchholz, siehe Link in Auf-
gabe 10 oben.

210der man versteht f,, x als  |[{X € Pe(lps1 NNy) : (Vie X)(i+1¢ X)} (N; =
{neN:n>1} gemif Aufgabe 10).

22 An der Tafel stand voriibergehend filschlich (7).

23 An der Tafel stand voriibergehend fiilschlich fi ,,.
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(3) IS: Es bleibt A(n) fir 0<k <mn zu zeigen.
Pr({l,...,n}H) =P;({1,...,n—1HU{XU{n}: X e P} ({1,...,n—2})}

— fn,k == fnfl,k + fan,kfl - (*)

ke 2 Guoa(k) + Goa(k = 1) = ("F) + (178) =2 ("751) = Gu(n).

Verwendet wurden A(n — 1) und A(n —2), der Beweis ist eine <y-Induktion.
a

Blatt 3, Aufgabe 12b:** Beh.: Z Jnk = Fuio|— F, Fibonacci-Zahlen. 2009/05/18
k=0

nicht vorge-
tragen.

A foo=IPs({NI =1=F, frot+fio={0}H+{{1}} =1+1=2=F;.

n n—1 n—1 n—1
IS: Z Jrk Y1y Z(fnﬂ,k + fo2k-1) =1+ Z Ja—1k + Z Jn—2k-1.
k=0 k=1 k=1 k=1

Nach (1) ist fn,o0 = 1 = fu,_10, und durch , Variablensubstitution® in der
rechten Summe ergibt sich

n n—1 n—2

IH def
E fn,k: g fnfl,k—i_ E fn72,k = Fn+1+Fn = Fn+2
k=0 k=0 k=0

Als TH wurde hier wieder auf die Félle ,n — 1 und ,n — 2“ zuriickgegriffen
— <n-Induktion. O

24Ganz wie Prof. Buchholz, siehe Link in Aufgabe 10.
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Blatt 4, Aufgabe 13. Fiir die Dauer der Behandlung der Aufgabe heifle

B C N m-zulissig (meNy) <= VieB:i+m¢DB

Fir M:={neN:1<n<100} (Aufgabenstellung) sei

z(m) := max{|A| : A C M m-zulidssig }

Aufgabenteil (a) ergibt ||A| =55 = A nicht mehr 9-zuléssig| — also
2(9) < 55, wihrend fiir (b) ein 9-zulédssiges A" C M zeigt, dass 2z(9) =
54.%°  — Bearbeiter (m/w) X. Y.?® aus Z. meinte, z(10) sei =44 (oder

kleiner?), tatséchlich ist z(10) = 50, wie in der Folge skizziert.

Fiir die Suche nach der grofftmoglichen Méchtigkeit m-zuléssiger Mengen
kann man sich auf mazimal m-zuldssige Mengen beschranken. B heifle m-
mazimal in C'; wenn B C C' C M und |Ve € C\ B: {c—m,c+m} N B #)
Lemma: z(m) = {|A|: AC M, A m-maximal in M }.

Die Suche wird weiter einfacher durch Betrachtung der , Restklassen“ C
M modulo m. Fiir |k € {1,...,m}|sei |Mp:={k+ime M:ie N}
Lemma: A ist m—max1mal in M — Vk e {l,....m} : AN M, ist
m-maximal in M, .

In Aufgabe 12 kam sinngeméfl 1-Zuldssigkeit vor. Darauf ldsst sich m-Zulés-
sigkeit zuriickspielen: Fiir B C M sei |Rnx(B) ={ieN:k+ime B}
Lemma: B ist m-maximal in M, <= R, x(B) ist l-maximal in R, x(M).
Falls m | 100, so ist Ry (M) = {0,...,2%2 —1}. Falls 100 = ko mod m,

1 < ko <m,so Ry,1(M) = Rm,2<M) = = R (M) = {0,..., Ll’r())z_oj}’
wihrend Ry, go+1(M) = ... = Rym(M) = {0 LlOOJ -1}

25Giehe Losung von Prof. Buchholz,
http://www.mathematik.uni-muenchen.de/ buchholz/DS09/1loes4.pdf

26Name von der Redaktion gesindert! Urheberrechtlich: Der vorstehende Witz stammt
von Freimut Wossner. Dank fiir den Loésungsversuch: Erst deshalb (und auf Marco
Rauscheckers Bericht hin) habe ich mir die Miihe hier gegeben, die Aufgabe besser zu
verstehen.

2"Die Mk, k € {1,...,m}, sind die ,Bahnen“ einer ,lokalen Gruppe“, die von 1 —
1+ m erzeugt wird und auf M operiert — vgl.

http://de.wikipedia.org/wiki/Gruppenoperation
Allgemein bilden Bahnen eine Zerlegung der Menge, auf der eine Gruppe operiert.

2009/05/25
angedeutet,
loes4.pdf

vorgetragen
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Lemma: 1-maximale Teilmengen von R,, (M) enthalten 0 oder 1 sowie mit
i auch i + 2 oder ¢ + 3 (falls noch in R, ,(M)).

Ry v =12j:jeN & k+2jme M}

hat jedenfalls maximale Méchtigkeit unter den 1-zuléssigen Teilmengen von

Ry, (M), daher

z(m) = U{kﬂm:z‘eR;k} :Z|R;;,k|
k=1 k=1

Tatséchlich sind alle  Rg, = {0,2,4,6,8,10}, 2(9) =69 = 54,

9
A= U{k+9i:i€RSyk}
k=1

{1,2,...,9,19,20,...,91,92,...,99}

ist 9-zuléssig. Ripr =10,2,4,6,8}, daher 2(10)=5-10 = 50,

10
A" = U{k;—l—l()i NS RTO,k}

k=1

{1,2,...,10,21,22,...,30,...81,82,...,90}

ist 10-zul&ssig.
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Blatt 4, Aufgabe 14a. Mit |Gi(i) == (;) 2009/05/25
wohl ohne
Gy, etc.
vcj\rgetragen

2.2 Au(n): in(i):i(;) _ (ZE) — Hy(n)| (k<n)
IA: n=0 = k=0 =
U I R

IS: Wir gehen von Ag(n) fir k£ <n aus:

o = G G2 ()
® () ()5 () S

1=

+

Hierbei fillt allerdings A, 11(n + 1) unter den Tisch, also noch 2009/05/25
allerdings
n+1
n+1 n+2
Gpi1(i) = =1= =H, 1) O
P (1)) =1=(003) = tatus

2009/05/25 ansonsten entlang loes4.pdf.
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Blatt 4, Aufgabe 16. Kleine Erginzungen®® zu den Losungsvorschligen
von Prof. Buchholz:?

c) ¢#0 & z(bc) = ac = zb = a | a — vielleicht mit Lemma 1.5
Eindeutigkeit der Division mit Rest).

(
(
(d) zb=a = (—z)(-b)=a; z(-b)=a = 2zb=—a; 2b=—a =
(—x)b=a — der Kreis schliefit sich. 0
(

f) Beh. a|l = a€{l,—1}: Seiza=1. Dann a#0#z, |a] >0<
|z|. Wére |a| > 1, so wére |za| = |z|-]a] > 1. Also |a| =1, a€ {1,—1}.
O

(i) Falls a # 0 # b, so folgen mit (h) |b] <l|a| aus b|a und |a| < |b|
aus a|b, also |a| = |b|. O

(j) Seien a, b € Z mit denselben positiven Teilern.

1. Ist a =0, so ist jedes k € N; Teiler von a und damit auch von b. Ware
b # 0, so wire auch [b| +1 Teiler von b, und mit (h) wiirde ||b| + 1! < |0}
folgen — Widerspruch. Es bleibt b =0, damit |b] =0 = |al.

2. Ist a # 0, so ist |a| positiver Teiler von ¢ (denn 1 - |a| = a oder
(—1)-]a] = a), und damit auch von b und wegen (d) von |b|. Ware b =0, so
wére (analog zu 1.) jedes k € N; Teiler von a, und a wire 0 im Widerspruch
zur Voraussetzung. |b| ist daher positiver Teiler von b und schliefilich auch
von |al. Aus (i) folgt |a| = |[al| = ||b]| = [b]. O

2009/05/25 11:43 fertig!

ZBgetippt 2009/06/07
29oes4.pdf, siche Link in Funote zu Aufgabe 13!
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Blatt 5, Aufgabe 17 = Lemma 3.5 der Vorlesung, Skriptum S. 10, wird
dort bewiesen, hier kleine Ergénzungen dazu, alternative Beweise, historische
Bemerkungen.

Blatt 5, Aufgabe 17a. Behauptung:

albec & ggT(a,b)=1 = alc

Beweis im Skriptum: Mit Lemma 3.3 folgt aus ggT(a,b) = 1 Existenz von
2, y mit . Dann a | xzac, und wegen a | be und be | ybe aus
(a) von Aufgabe 16 = Skriptum S.8 auch a | ybe. Mit (b) von dort folgt
a | zac+ ybe = c. O

Direkterer Beweis: 1 = za + yb wie zuvor, zudem az = bc fir a | be.
Dann ¢ = (za+yb) c = xac+ybc = axc+yaz = a (xc+yz), also a|ec. O

Bemerkung: Varianten von a | bc = a | ¢ mit ,,a, b Primzahlen® (statt wie hier
nur ,relativ prim“) oder auf Hauptidealbereiche® ausgedehnt sind als ,Lemma
von Fuklid“ bekannt — nicht zu verwechseln mit dem ,Satz von Euklid“, Skriptum
Satz 3.9. Der zweite Beweis oben verwendet das ,Lemma von Bézout* (1 = xa+yb),
das in Lemma 3.3 verallgemeinert wird. — Jeweils zu ergoogeln bei Wikipedia und
Wikiversity.3!

U-Lemma 5.1 = (%) im Skriptum zum Beweis von Lemma 3.5 (c).%?

alc & blec & ggT(a,b)=1 = ab|c

Beweis aus (a): b|lc = c=by = al|by % aly = y=az =
c=baz = ab|c O

Beweis nach Skriptum mit Lemma 3.3: uwa=c=vb & 1=1xa+yb =
¢ = (xa+yb) - ¢ = zavb + ybua = (xv+yu) -ab = ab|c O

Blatt 3, Aufgabe 10, Nachtrag: In der Ubung vom 18. Mai wurden
2| h(x) und 3| h(z) gezeigt. Um |h(x) € 6N| zu folgern, wurde eigentlich

auf ,,U-Lemma 5.1% vorgegriffen.

30Vgl. Satz 8.1 der Vorlesung.

31Vor allem http://de.wikiversity.org/Zahlentheorie/Teilbarkeit/Lemma_von_
Euklid/Fakt_mit_Beweisklappe

32Zum Vergleich mit (a) vorgezogen.

2009/06,08

2009/06/08

nur Namen
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Man hétte sofort wie folgt vorgehen kénnen:

2| h(z) = Ja € N: h(z) = 2a; 3| h(zx) = Fb € N: h(zx) = 3b. Also
20 = h(z) =3b = a=(3—-2)a=3a—-3b = h(zx) =2a=06(a—-b =
6 | h(z) = h(x) € 6N. O

Dies ist einfach dem zweiten Beweis von Aufgabe 17a abgeschaut ( Wikiversity)
bzw. ein Spezialfall des ersten Beweises von ,,U-Lemma 5.1%, gleichzeitig ein ein-
faches Anwendungsbeispiel der vorigen Aussagen.

Prof. Buchholz hat in seiner Ubung so dem Problem Rechnung getragen, dass
Lemma 3.5 fiir Aufgabe 10 noch nicht zur Verfiigung stand: 3 | h(x) = Ja € N:
h(z) = 3a. Wire 2 nicht Teiler von a, so wiren a und damit h(x) = 3a ungerade,
Widerspruch; es gibt also ein b mit a = 2b, also h(z) = 3-2-5.%3

Dabei bedeutet ,ungerade“ zunichst ,hat Gestalt 2k + 1¢. Dass , ungerade” in
diesem Sinne dasselbe ist wie Teilbarkeit durch 2, ging schon aus Lemma 1.5
(Eindeutigkeit der Division mit Rest) hervor. ]

U-Lemma 5.2 (eigene Erginzung). Fiir jede Primzahl p und jede ganze
Zahl a: ggT(p,a) =p <= pla; ggT(p,a)=1 <= p¢T(a).

Beweis: p|la = p € T(p,a). Wegen Folgerung (g) (Skriptum S.8 bzw.
Aufgabe 16) p =ggT(p), also ggT(p,a) =p. p¢ T(a) = 1 ist grofter
Teiler von p aufler p, siehe Beweis von Lemma 3.6a = Aufgabe 19a (schon
hier ausfithrbar). Wegen 1 |a daher ggT(p,a)=1. O

U-Lemma 5.3 = (%) im Skriptum zum Beweis von Lemma 3.5 (b).

ggT(a,c) =1=ggT(b,c) = ggT(ab,c)=1

S

-~

(#)

Beweis wie im Skriptum mit Lemma 8.3: Wegen (xx) gibt es u, v, x, y mit

ua +ve=1 :xb%—yc‘. Damit

1=1-1= (ua+vc)(xb+ yc) = uz - ab+ (uay + veb + vey) - ¢

Mit Lemma 3.3 folgt ggT(ab,c) = 1. O

33Soweit habe ich es in der Ubung vom 18. Mai erzihlt. Den folgenden wichtigen Zusatz
hat mir Herr Buchholz noch hinterher erkléren miissen.

2009,/06,08

ausgelassen

2009/06/08

ausgelassen
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Beweis aus (a): Essei |d:=ggT(ab,c)|, und es gelte (xx).

d = 0 wiirde ¢ = 0 implizieren, was der Voraussetzung ggT(a,c) = 1
widerspriiche.?!

Andere Annahme: d > 1. Nach Satz 1.2 der Vorlesung (Existenz einer
Primfaktorzerlegung) hat d irgendeine Primzahl d* > 1 als Teiler, notfalls
d* = d. Wegen Lemma 3.2 (c)*® d* € T(ab,c), wihrend wegen ggT(a,c) =1
d* ¢ T(a,c). Also d* ¢ T(a). Wegen ggT(a,c) =1 a # 0, und da d*
als Primzahl gewihlt wurde, ggT(d*,a) = 1 (,U-Lemma*“ 5.2). Wegen
d* € T(ab,c) gilt d* | ab. Nach Aufgabenteil (a) somit d* | b. Allerdings
eben auch d* | ¢, also ggT(b,c¢) > d* > 1 im Widerspruch zu ().

Daher bleibt nur ggT(ab,c) =d = 1. O

Die ,, U-Lemmata“ 5.1 und 5.3 werden im Rest der Aufgabe auf lingere Pro-
dukte verallgemeinert. Die Gedankengénge sind exakt die des Skriptums.

Blatt 5, Aufgabe 17b. Wie Skriptum lasse ich ay weg!

Vie{l,...,n}:ggT(a;,b) =1 = ggT(a;---a,b) =1

wird durch vollstandige Induktion nach n gezeigt. n = 1 trivial. IS: Es
gelte |Vie{l,...,n+ 1} :ggT(a;;b) =1 Wegen der i € {1,...,n} liefert
IH ggT(ay---a,,b) = 1, auBerdem folgt ggT(a,y1 = 1). Daher ergibt
,U-Lemma 5.3% ggT(a;---ans1,b) = ggT((a1---apn) - ani1,b) = 1. O

Blatt 5, Aufgabe 17c. Wie Skriptum lasse ich ag weg!

a;, 1 € {1,...,n}, paarweise teilerfremd sowie € T'(b) = a;---a, | b

wird durch vollstdndige Induktion nach n gezeigt. n = 1 trivial. IS: Es
gelte |Vi,je{l,...,n+1}[ggT(a;,a;) =1 & a;|b]|. Wegen der i,j €
{1,...,n} liefert IH a;---a, | b, auBerdem folgt a,.; |b. Weiter

geT(ar, ani1) = - = ggT(an, an1) =1

daher aus Aufgabenteil (b) ggT(a;---an,any1) = 1. Daher ergibt ,,U-Lemma
5.1¢ (angewandt auf a; - - - ay, api1, b) a1+ ape1 = (a1 ap) - apyq | . O

MogT(by,....bp) =0 <= Vie{l,...,k} :b; =0
35Teiler von gemeinsamen Teilern sind gemeinsame Teiler.

zur Ab-

schreckung

2009/06,08

at 1sgelassen
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Blatt 5, Aufgabe 18a = Bemerkung auf S.10 im Skriptum. Kleine Er-
génzung des dortigen Beweises:

Mit d = ggT(a,...,an1), ¢ := ggT(d,a,), b = ggT(a,...,a,),
T, = T(ay,...,a,) gilt nach Lemma 3.8 T(d) = T(ay,...,a,—1) und
daher

T,=T(a1,...,an—1) NT(a,) =T(d)NT(a,) =T(d,a)
Wie zur Definition des ggT im Skript auf S.8 unten bemerkt, folgt wie

gewiinscht b = ¢, denn entweder ist T, = T'(d,a,) = Z (alle a; = 0),
sodass b=0=¢, oder b=max T, =max T(d,a,) =d. O

Blatt 5, Aufgabe 18b. Nach Aufgabenteil (a) gilt

geT (7469, 2464, 4515, 2639) = ggT(ggT (7469, 2464, 4515), 2639)
= ggT(ggT(ggT(7469,2464),4515),2639)

Mit der Bezeichnungsweise der Vorlesung, S.9 unten:

1. n = Q4n - Tnt1 + T'n42 2. Tn = Qn " Thn+1 + T'n+2
(%0) 70 ="T469 = 3-2464+ 77 (%9) 1o =4515=58- 77+ 49
(%) r =2464=32- 774+ 0 (%) = T7= 1- 49+ 28

P r3 (%) = 49= 1- 28+ 21
ggT(7469,2464) = 77 (k3) rs= 28= 1. 21+ 7
(k4) T4= 21= 3- 7+ 0

3. Tn = (4n - Tnt1 + T'n4-2 s "6

(x0) 1o =20639=2377- 74+ 0 ggl(4b1577)=7
3! 72

ggT(2639,7) =7

Damit

geT (7469, 2464, 4515, 2639) = ggT(ggT(77,4515),2639)
= ggl(7,2639) = 7

2009/06/08
» 1. ange-
schrieben,
Zeilenzahl
und
Ergebnis,
3.
gekiirzt an-
geschrieben
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Blatt 5, Aufgabe 18c.
T'n = 4n - Thnt+1 + T'n+2

ro=0632= 1- 547+ &5

Bestimmung einer Linearkombination ge-
r = 547 = mafs Vorlesung: ,k“ wird durch 7y =

85+ 37 . — .
ry = 85— 374 11 0 bestimmt, also . Um z, y mit

(o)

(1) 6

(*2) 2

E*gg rs = 37 = g 11+ 431 geT(632,547) =1 =2 - 632+ y - 47
(*s) 1

(*6) 3

*
—

ry= 11 = 4+
= 4= 3+ 1 zu bestimmen, beginnt man bei (¥,_5) =
re= 3= 1+ 0 (x5). Die Werte der r,, werden unterstri-

7 "8 chen; sie werden nicht aufgelost, sondern
ggT(632,547) = 1 eliminiert:
12 g3 W o4 w24 = 3.4-11
W o3.3r-3.11)-11 = 3.37-10-11
) 3.37 10.(85-2-37) = 23-37—-10-85
) 93. (547 —6-85) —10-85 = 23-547 —148-85

W 93.547 - 148 (632 - 54T) = [171]-547+

also ’x:—148, yzl?l‘

Durchsichtigere Alternative: In den Beweis der Vorlesung (Skriptum S. 10

oben) kann man Indizes fiir x und y einfiigen, so dass ’rk = TpTn + YnTnit |
36

Gesucht sind xg, y9. Tp—2 =1, Yp_—o = —Qqr_o,

Tpn = Yn+1, Yn = Tnt+1 — Yn+19n = Yn+2 — Yn+14.

Man kann sich y,_; = 1 und y; = 0 hinzudenken. Damit 1y, o =y5 = —¢5 =
—1, Yq = 1—|—Q4 = 3, Y3 = —1—3(]3 =—-1-3-3= —10, Y2 = 3+1OQQ = 23,

x = z9=y =—10—23¢; = —10 — 138 = | —148|

y = yo=23— 148¢, =[171

Bemerkung: Wahrend man hier ,von unten nach oben“ rechnet, kann man
auch ,von oben nach unten* w,, v, mit r, = wu,rgo + v,r1 bestimmen und

36Im Skriptum steht (2009/06/06) auf S.10 oben, 2.1, filschlich g,_; statt qx_o.
2009/06/08 korrigiert.

2009/06,08

erwahnt
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erhélt schliellich rp = wugrg + vpgr1  aus upyo = Up — Quupyr und vpyo =
Up — qnUn+1, — von Hand mehr zu tun, aber einfacher zu programmieren, vgl.

Wikipedia: ,Erweiterter euklidischer Algorithmus“.37

Blatt 5, Aufgabe 18d. Fiir n € Ny ist mit die Aussage 2009/06/08

angedeutet

ggT(any1,a,) = 1| zu zeigen, d.h. a1, a, sind teilerfremd.

a; = 2, ap = 3, ag = 7, die Behauptung ist deshalb klar fiir n = 1 und
n = 2. In der Folge setzen wir n > 2 voraus. Wir verwenden den euklidischen
Algorithmus mit |rg:=a,41 = (n+ 1)+ 1| und ’7“1 =a,=n!+1 ‘

Zur Erinnerung: (x,,) ist ’rn = QpTni1 + rn+2‘ mit .

(n+!=nl(n+1)=nn+n—-—n+nl=n(n!+1) —n+nl, daher

ro=nri—n+n'+1l=nri—n+nr

Wegen n > 2ist 71 —n <7, alsogilt () mit g =nund |r; =7 —n|
Wegenn > 2ist 2n <n!, daher n<2n+l-n<nl+l—n=r—n=ry,
daher gilt r; =75+ n und ist gerade (%;) mit ¢; = 1 und .

Nun

ro=nl+l—-n=nm—-1)n+1l-n=(n—1'=1)n+1=qrs+1

mit ¢ = (n — 1)1 — 1. Wegen 1 <n=r3 istdas (%) mit .

Nun terminiert der Algorithmus mit (x3) 73 = nry, also ist geméfl Vorle-

sung |ggT(ro,r1) =rg=1r4=1| 0O

Zusammenfassung des Rechenverlaufs:

T'n = qn * Tpt1 + T'n42

(x0) To=(n+1D!+1= n- (n!+1)+nl+1-n
(%1) r = nl+1= L-(nl+1—n)+ n
(%) o= nl+l1—-n=((n—-1)"-1)- n+ 1
(x3) T3 = n= n- 1+ 0
T4 s

ggT((n+1)!+1Lnl+1)=1
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Blatt 5, Aufgabe 19 = Lemma 3.6f. Skriptum, folgende Beweise wie dort, niemand da
nur etwas ausfiihrlicher.) 2009/06/15

P:={neN:2<n & —(3Im,k <n)(n=mk)}| (Primzahlen)

Blatt 5, Aufgabe 19a = Lemma 3.6 (a) Skriptum.

Beh.: |[NpeP:T(p)NN={1,p}

Bew: alp 25 N e
Annahme 1: . Wire auch noch (Annahme 2) , SO waére

k>2

p=ak>2k > k>p, d h p>p, Widerspruch aus Annahme 2, also k& < p.
Dann aber ist p Produkt zweier Zahlen < p = p ¢ P — Widerspruch aus
Annahme 1. Von 1 <a <p bleibt daher nur a € {a,p}. O

U-Lemma 5.2%. |VpcP: p¢T(a) < ggT(a,p) =1

Beweis:  7Zu U-Lemma 5.2 wurde schon p | a = ggT(a,p) = p gezeigt.

[nachholen!] — Ist p dagegen nicht Teiler von a, so ist nach Aufgabe 19a 1 der
einzige natiirliche Teiler von p, der auch a teilt, d.h. 1 = ggT(a,p). O

Bemerkung: p € P ist als Voraussetzung wesentlich, denn z.B. 6 ¢ T'(8), aber
ggT(6,8) = 2.

Blatt 5, Aufgabe 19b = Lemma 3.6 (b) Skriptum.

Beh.: \NpeP: play---a, = (Fi<k)pl|a)?

Bew.: Umgekehrt Vi < k:p ¢ T(a) "= Vi <k : ggT(asp) = 1
L.3.5b::§1.17b ggT(ag - an,p) = 1 U._Lg.2 pé&T(ag---ay). U

3Thttp://de.wikipedia.org/wiki/Erweiterter_euklischer_Algorithmus
38vor Aufgabe 17b.
39Nun wird wieder ab 0 gezihlt!
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vp(a) :=max{meN:p™ |a}| (peP, acZ)\{0})

Blatt 5, Aufgabe 19¢ = Lemma 3.7 Skriptum.

Hilfssatz:  |a=py° - -pg*| mit {po,....,px} CP & (i #j = p;i #p;) =

VpeP: ‘p\a(z)(ﬂigk)(p:pi&ni>0)‘ (1)

Beweis des Hilfssatzes: < gilt wegen Skriptum S.8 (a) (Transitivitat der
Relation ,ist Teiler von, p|p;*|a = p|a, darauf kommt es hier aber
nicht an). — Weiter ganz wie im Skriptum:

pla 22 G<k:p[p)" plpt = 1<p<p = n>0

plp & n; >0 L3 Pl pi g p = p;. Damit ist (1) bewiesen.

Behauptung der Aufgabe bzw. von 3.7: |a =py°---p* | mit {po,...,pr} C
P & (i#j=p#p) =

. _JOo  fir pé{po,....pk} (x7)
VpelP: Up(a)_{m fir p=p;, i <k (+")

Die Umkehrung von (1) ,=“ besagt p & {po,...,pr} = p ¢ T(a) =
vp(a) o max{m e N:p™|a} =0, also (x).

Zu (x7): , i<k, = p"

Angenommen, auch p*! la, a= p?iﬂ -c. O.E. (d.h. ggf. nach Umnume-

rierung) i = 0. Dann po-pi---pr = pi°"' - ¢ und (etwa wegen Lemma 1.5:
Eindeutigkeit der Division mit Rest) p; - - - px = po-c. Demnach py | p1 - - - px,
und der , Hilfssatz* (mit p; - - - pg fiir ,a*) ergibt py € {p1,...,pr} — im Wi-
derspruch zur Voraussetzung, dass die p; ,,paarweise verschieden® sind. Da-
her plt! ¢ T(a) (wegen Transitivitit {iberhaupt p* ¢ T'(a) fiir m > ny),

)

vp(a) e max{m e N:p™ |a} =n; gemal (xT). O

a, d.h. v,(a) > n,.

40Tippfehler ,k;* im Skriptum (2009/06/12).
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Korollar: ,,Fundamentalsatz der Arithmetik“.*" Jede natiirliche Zahl
a > 1 ldasst sich eindeutig (bis auf die Reihenfolge der Faktoren) als Produkt
von Primzahlen darstellen (,,Primfaktorzerlegung®), d. h.: es gibt Primzahlen
Do, - - -, Pk, SO dass a = pg---pg; und gilt auch a = qp--- ¢ mit Primzahlen
qo,---,q,sosind k=1, {po,...,pr} ={q,---,q}, und jede Primzahl p; =
qj kommt in pg - - - p ebenso haufig vor wie in qp - - - ¢, ndmlich vy, (a) = v, (a)-
mal. Auflerdem kommen alle Primzahlen, die a teilen, sowohl in pg - - - p als
auch in ¢ - - - ¢; vor.

In der kanonischen Primfaktorzerlegung werden die Primzahlen, die n teilen,

aufsteigend als py, ..., p; (paarweise verschieden) angeordnet, die Zerlegung

ist dann q = pyo @ . i

Beweis: Dass es Primzahlen pg,...,pr (kK € N) mit a =pg---pp gibt, ist
im Skriptum Satz 1.2. [Die Numerierung kann so gewahlt werden, dass p; <

pir1 (falls k£ > ¢ > 0; aufsteigende Anordnung, ,kanonische Darstellung*.)]
Wir wahlen p; aus, die ,paarweise verschieden® sind.

Essei P, :={po,...,pr} die Menge der (,paarweise verschiedenen®) Prim-
zahlen, die in pg---pp vorkommen, |P,| < k4 1; im allgemeinen nicht
|P,| = k+1, da manche Primzahlen € P, in pg - - - pr, mehrfach vorkommen.
Essel po:=minPF,; falls j+1 < |P,|, sel pjy1:=min{p€ P,:p>p,}.
Die pj;, j < |P,|, sind dann paarweise verschieden, tatsiachlich j < j' =
p; <y Po=A{pj:j<|Fal}.

Fir j < |P,| sei u; :=|{i€{0,...,k}:p; =p; }| - Haufigkeit/, Vielfach-

heit“ von p; in pg - - - pg. Dann ist |a = pg° - - -ﬁrl‘g:?'__ll 42 Aus Lemma 3.7 =

Aufgabe 19c folgt wu; = vp,(a) fir j < |F,|, auflerdem folgt wv,(a) = 0
fir p ¢ P,, dh. PNT(a) = P,. Beginnt man das vorige Verfahren mit
einer anderen Darstellung a = qo---¢q, soist {qo,...,q} = P, (dieselbe
Menge), und man erhélt dieselben Exponenten wie vorher. O

Bemerkung:  Auch 1 hat eine solche Darstellung, z. B. 1 =2°-3% v,(1) = 0.

41Steht nicht im Skriptum, ich schreibe es der Deutlichkeit halber auf.
42Noch genauer sollte man vielleicht eine Induktion nach k durchfiihren.
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Blatt 5, Aufgabe 20 = Lemma 3.8, allerdings wurde im Skriptum eine
weitere Aussage als ,,(a)* eingefiigt, so dass sich die alfabetische Zdhlung der
weiteren Aussagen verschob.

Fiir den Rest des Ubungsblatts seien . M sei die Menge der
Primzahlen, die a oder b teilen,” d.h. | M :=P N (T(a) UT(b))| Falls M =
0 (a=1=0b), k:=0, pg:=2. Andernfalls sei k:=|M|—1 und py,...,pk
eine Aufzahlung von M durch paarweise verschiedene p;, etwa wie oben pq :=
min M und p;yq :=min{p € M : p > p; }; letztlich |M = {po,...,pr}|

Nach Lemma 3.7 bzw. der vorigen Aufgabe gelten |(x,) a = py®---p,*| mit

n; = vp,(a)| und |(x) b=pi©---pi*| mit |m,; = v, (b)| Es folgt noch:

peP\M = vy(a) =0=1,(b) (*o0)

Lemma 3.8 (a): Beh.: a=0b < Vp € P : vyla) = vy(b). - Bew.:
,=" ist eine logische Trivialitdt. — Gilt anders herum Vp € P: v,(a) = v,(b),
so insbesondere Vi € {0,...,k} :n; = v, (a) =v,(b)=m; = a=0b. O

Blatt 5, Aufgabe 20a = Lemma 3.8 (b). Aus (%,) und (%) folgt a-b=
pee ™o p ™ Aus der Lemma 3.7 (c) (fiir a - b) folgt vy(a-b) = n; +m;
fir p =p; € M. — Eine Primzahl, die a - b teilt, teilt nach Lemma 3.6 (b) a
oder b, ist also Element von M.* Fiir pe P\ M ist also p¢ T(a-b) =

vp(a-b) =0 b vp(a) + v,(b) auch fir p e P\ M. O

Blatt 5, Aufgabe 20b = Lemma 3.8 (¢). ,=“ za =b = u,(a) <

vp(z) + vp(a) £.3.80=4.200 vp(b). — &= Vi € {0,...,k} : n; < m =
c=py0 " eN = a-c=p)”---p*F =0, also a]|b. O

Blatt 5, Aufgabe 20c = Lemma 3.8 (d). d € T(a,b) APREC=) g e

{0,... kY« v,(d) < min(n;,m) €L Vi € {0,....k} : v, (d) <
Up, (€) A=) e T(c) mit ¢ := ppnremo)l . pmnteme) -\t Lem-

ma 3.3 folgt ¢ = ggT(a,b), mit (xs) Vp € P : v,(c) = min(vy(a),v,(d)).
O

43 Ansatz etwas anders als im Skriptum, ansonsten handelt es sich nur um Aus-
schmiickungen und minimale Korrekturen der Beweise des Skriptums.
4“4Diese Uberlegung scheint im Skriptum (2009/06/13) zu fehlen.
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Prof. Buchholz’ loes6.pdf etwas verdndert dargestellt (unterschiedliche Beto-
nungen):

Blatt 6, Aufgabe 21a. ggT(ay,...,a,) = ggT(a, S2,...,s,) folgt mit der
Bemerkung im Skript auf S.8 unten aus

T(ay,...,an) T(ay,a2)N...NT(ay,a,)

S Plgym) 1. VTl = Tlanosnoooisn) D

Blatt 6, Aufgabe 21b. ggT(ac,bc) = ggT(a,b)-c folgt mit Lemma 3.8 (a)
aus (Vp € P)

L.3.8b,d

v, (ggT (ac, be)) min (v,(a) + v,(c), vp(b) + v,(c))
Bratle min (v,(a), v,(b)) + v,(c)

L.5.8b.d vp(ggT(a,b)-c) O

Blatt 6, Aufgabe 21c. c¢|ab P2 ype P (1) vple) < vp(a) + vy(b)|.

Wegen Lemma 3.8 (b), (d) (Aufgabe 20b,c) gilt

up = vp(g8T(a, c) - ggT (b, ¢)) = min(vy(a), vy(c)) + min (vy(b), vy(c))

ggT(a,b) =1 = min(vp(a),vp(b)) L-3.8d v,(ggT(a,b)) = v,(1) = 0 =

vp(a) =0 oder wv,(b) =0/ Falls |v,(a) =0}, sofolgt aus (1) wv,(c) < v,(b),
also u, =0+ min(v,(b), v,(c)) = v,(c). Falls |v,(b) = 0], so folgt aus (1)
vp(e) < vy(a), also w, = min(vy(a),vy(c)) + 0 =wv,(c) wie zuvor. Mit

Lemma 3.8 (a) folgt gET(a, c)-ggl(bc) =c =

nicht
vorgetragen
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Blatt 6, Aufgabe 23b: An der Tafel standen ein paar Striche falsch! Also
noch einmal:

Zu zeigen: ¥ ~x <y~y = 2’ <y (ﬂﬂ,xlay’yleM)-

Es seien = = (a,n), 2’ = (a/,n), y = (bym), vy = (V/,m'). Damit
an’ = an & am < bn & bm' = bm; z.z:. am’ < bn’. Dies folgt

wegen nm > 0 aus (abwechselnd umordnen und Voraussetzung einsetzen)

s.0. s.0.

(a'm’)(nm) = (a'n)(mm') =" (an')(mm') = (am)(mm’) < (bn)(mm') =
(bm')(nm) = (bm)(nm') = (bm')(nm) = (V'm)(nm). O

Die Frage, ob man hier (sinngeméf ungefihr:) nm trickhalber herbeigezaubert hat,
hétte ich eigentlich bejahen sollen.

Blatt 8, Aufgabe P4a: Hinweis: In Prof. Buchholz’ loes8.pdf muss es
,4.6a% statt ,,4.5a“ heiBen. D. h. mit a* =,, 1 ist a*! ein @’ so dass ad’ =,, 1,
ggT(a,m) =1 folgt daher unmittelbar aus Lemma 4.6 (b) des Vorlesungs-
skriptums. — Alternativ gibt loes8.pdf als ,zu-FuB“-Uberlegung an: af =,, 1
bedeutet, dass es ein x mit a* — 1 = zm gibt, damit 1 = a*~! — am, also
(da 1 jede ganze Zahl teilt) 1 € T(a,m)N (Za+ Zm) und nach Lemma 3.3
1 =ggT(a,m) (vgl. zweite Bemerkung auf S. 10 des Skriptums). O

Blatt 8, Aufgabe P4b: Hinweis: Die Aufgabenstellung wurde zwischen-
zeitlich abgeédndert. Man muss zusétzlich n > 3 voraussetzen. Ausfiihrlicher:

FirneNsei A(n): [n+1¢P = n+1|n!

(Jawohl, a =0 mod b ist nur eine umsténdliche Ausdrucksweise fiir b | a.)

A(0) trifft wegen 0! =1 |1 = 1! zu. Da 2 und 3 keine Primzahlen sind,
sind A(1) und A(2) trivialerweise wahr. 4 ist keine Primzahl und teilt 3! = 6
nicht, daher ist A(3) falsch!

Erliuterung des Beweises in loes8.pdf: Essei n+1¢ P. Es wird gezeigt,
dass {1,...,n} Elemente hat, die my - mo = n + 1 erfiillen.
Ist m3 dann das Produkt der Elemente von {1,...,n}\ {mi,ms}, so gilt
(n+1)-m3 =mimams =nl, also n+1|nl.

Wegen n+1¢ P gibtes k,m<n+1 mit n+1=%k-m. Falls k# m,
so hat man bereits m; = k und my = m wie oben. Andernfalls n+1 = k?
und , weil sonst n = k? —1 <3 wire. Daher k <2k < k®>=n+1,
also k£ < 2k <n, und man hat m; = k£ und my = 2k wie oben. O

2009/06/29
wg. Korrek-
turbericht
zu P5b;
TODO ,,Q¢
+ P5b

nicht
vorgetragen

2009/06/29
nur Not-
wendigkeit
des
Zusatzes
angedeutet
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Blatt 8, Aufgabe P6: Die Aufgabe verlangte keine Begriindungen!

(1) Richtig, Beweis: [Verbesserung gegeniiber Ubung 2009/06/29:] Aus
L.2.5b folgt fiir f: X — X: f injektiv <= f surjektiv. O

(2) Falsch, Gegenbeispiel: f:{0,1} — {0} surjektiv, nicht injektiv.

(3) Richtig, Beweis: d € Za + Zb bedeutet Existenz von z,y € Z mit
d = za + yb, nach (b) von S.8 bzw. Aufg. 16 daher T'(a,b) C T'(d), insbe-
sondere ggT(a,b) | d. O

(4) Falsch: Nach Korollar 1 ist die Euler-Funktion ¢ zwar ,multiplika-
tive, p(my - me) = p(my) - p(ma) gilt aber nur unter der Voraussetzung
ggT(my,my) = 1. Fir z.B. m; =3 = my ist dagegen ¢(m;) = p(msg) =
{1,2} = 2, also @(m; -ms) = ¢9) = [{1,2,4,5,7,8}] = 6 # 4 =
p(m) - p(ma).

(5) Falsch, Gegenbeispiel: {1,5} ist primes Restsystem modulo 6 (nur [1]g
und [5]g sind prim modulo 6, und sie sind verschieden), nicht aber {2-1,2-5},
da [2]¢ nicht prim modulo 6 ist (ggT(2,6) = 2).

(6) Richtig, folgt aus der Betrachtung zu (5) wegen 11 =¢ 5 und 55 =¢= 1.

»Ausflug® hierzu: 11 € [—1]¢ ist mir ,sonnenklar”, wenn ich an 11 =12—1
denke — aber wie komme ich dazu? [Konnte ich 2009/06/29 nicht erkliren)]
Vielleicht so: x+y=am = m|z—(—y) = z € [~y]m; im Beispiel
a=2 m=6 v=11, y=1.
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Blatt 9, Aufgabe 29 Wir benennen die Knoten jeweils oben beginnend
im Uhrzeigersinn als Ay, Ay Az Ay As. Falls ein Isomorphisrrils angegeben
wird, geht man fiir den Beweis die 5 Kanten von G bzw. von G durch.

1. Ist G der links dargestellte Graph, so erhélt man einen Isomorphismus auf
G durch A; — Ay -1y (vgl. Vorlesungsskriptum S. 13 bzw. Aufgabe 22c;
Permutationszyklen-Schreibweise: (1 35 2 4)).

2. Ist G = (V, E) der in der Mitte dargestellte Graph, so ist G nicht zu G
isomorph.

Annahme: f :V +— V wire Isomorphismus. In G ist A; der einzige Knoten
mit Grad 1, in G ist A4 der einzige Knoten mit Grad 1. Wegen Lemma 5.1
des Vorlesungsskripts muss daher | f(A;) = A4 | gelten. Wegen Isomorphie
muss {f(A1), f(A5)} Kante von G sein, es kommt nur {4, A;} in Frage,
also | f(As) = A; | As hat in G Grad 2, f(As) = A; hat in G dagegen Grad
3 — Widerspruch mit Lemma 5.1, f ist doch kein Isomorphismus, es gibt
keinen.

3. Ist G der rechts dargestellte Graph, so gibt es zwei Isomorphismen von
G auf G, weil beide Graphen einen Isomorphismus auf sich selbst haben, der
A mit Ay und Az mit Ay vertauscht. Beide bilden A4 auf A4 ab. Einer bildet
weiter Ay — Az — Ay — As — A; ab, als Permutationszykel (1 3 2 5). Der
andere entspricht dem Permutationszykel (15 2 3).

U-Lemma 9.1 (eigene Ergiinzung zur Vorbereitung von Aufgabe 30a): Es
seien G = (V, E), G' = (V' E") |isomorphe | Graphen mit endlicher Ecken-

zahl. Dann V| = |V’| und ||E| = |F'||

Drei Beweise:

Erster Beweis: Ist f Isomorphismus von G auf G’, so folgt aus Lemmata
5.1 und 5.2 des Skriptums

2B 2 Y gradg(A) E 3 gradg (£(A) 72 Y gradg (4) Z 2 |F
AeV AeV AleVv!

O

2009/07/06
zunachst

Aufgabe 31
vorgezogen

zuerst
falsche
Abbildung

angegeben

2009/07/06

ausgel‘dssen
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Zweiter Beweis: Sei f : V. — V' Isomorphismus von (V, E) auf (V', E').
Nach Definition von , Isomorphismus® auf S.18 (einschliellich der Bemer-
kung [,d.h. ...“]) wird dann durch f*(A, B) := {f(A), f(B)} eine surjek-
tive Abbildung f* von E auf E’ definiert. f* ist auch injektiv, denn aus
F(Ao), F(A1) = F(AY), F(A) folgt F(As) = F(A)) oder f(A) = f(47) und
somit (da f injektiv) Ay, Ay € Ajf, Al; ebenso folgt Af, A| € Ay, A1; insge-
samt also Ag, A; = A, A]. O

Dritter Beweis (aus Definition von Isomorphismus ,ganz zu Fuff“):
Zunéchst kann jeder Abbildung h:V — V' eine durch

h*({A, B}) = {h(A), h(B)}

definierte Abbildung h* : Po(V) — P1(V') U Po(V’) zugeordnet werden.
Ist {A,B} € E und h(A) = h(B) (h nicht injektiv), so ist h*({4, B}) €
P1(V'), auf keinen Fall eine Kante von G'.

Wegen Isomorphie existiert hier jedoch eine Bijektion f:V — V' so dass
VX € Pa(V)) : (X el —= f"(X)e E’) (%)

f* bildet also schon einmal Kanten auf Kanten ab, sogar , denn sind
{A, B} und {A’, B'} verschiedene Kanten von G, so |{A, A’, B, B'}| > 3 und
wegen wegen Injektivitit von f auch |{f(A), f(A), f(B), f(B")}| > 3, was
f*({A,B}) = f*({4', B'}) ausschliefit.

Ist zudem (A’, B') irgendeine Kante von G, so gibt es wegen der Surjektivitit
von f A,B €V mit f(A) = A und f(B) = B, also f*({A,B}) =
{A', B'}. Wegen (%) ist dann auch (A, B) eine Kante von G. Zu jeder Kante
X' von G’ gibt es also eine Kante X von G, so dass f*(X) = X'.

Damit ist die Finschrinkung von f* auf E| also die durch f**(X) := f*(X)
fir X € FE definierte Abbildung f** eine Bijektion von E auf E’. Nach
Lemma 2.4 des Vorlesungsskriptums daher |E| = |E'| (und |[V| = |[V/|
sowieso, weil f bijektiv). O
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Blatt 9, Aufgabe 30a. (wie Prof. Buchholz’ loes9.pdf) 2009/07/06
Es seien G = (V, E) selbstkomplementir und V endlich mit n := |V| > 1. #useclssen
Nach obigem Lemma |E| = [Po(V)\ E| = (5) —|E|, 4-|E| =n(n—1), also

4| n(n—1). Ist n ungerade, so ggT(4,n) =1 und nach Lemma 3.5 (a) (=

Aufgabe 17) 4| n—1, also n =4 1. Andernfalls analog 4 | n, d.h. n=40.

O

Blatt 9, Aufgabe 30b. (etwas ausfiihrlicher als loes9.pdf:) 2009/07/06
Erneut sei G = (V, E) selbstkomplementér, diesmal aber n = |V| > 2. ausgelassen

Annahme: Fir ein A € V wire gradg(A) = 0. Dann VB € V \ {4} :
{A,B} ¢ E, d.h. {A,B} € Po(V)\ E. Damit nicht nur VB € V' \ {A}:

gradg(B) > 1, sondern auch gradg(A) =n—1 T%Q 1. Fiir jede Abbildung
f:V =V gilt daher gradg(f(A4)) > 1 > 0 = grads(A4), f kann wegen
Lemma 5.1 also kein Isomorphismus G — G sein — Widerspruch! — also doch
VA € E :gradg(A) > 1. O

Blatt 9, Aufgabe 31 — Vorbemerkungen 1: Zerlegungen. Unter 2009/07/06
einer Zerlequng oder Partition einer Menge M versteht man eine Menge M Eiﬁfmn
von nicht-leeren Teilmengen von M, die paarweise disjunkt sind und sich

zu ganz M vereinigen. Im (zweit?-)einfachsten Fall ist M = {M;, My},

(Ml 7& MQ) M = MlUMQ — Schreibweise fir M = M1UM2 & MlmMg = @

Ganz allgemein schreibt man M = U M (gleich wieder vergessen!).

Ist M endlich und {M;y, My} (M; # M) eine Zerlegung von M, so gilt
nach Lemma 2.2 |M| = |M;| + |M,|. Durch vollstandige Induktion folgt

k
|M| = Z |M;||, wenn {My,..., My} eine Zerlegung von M ist.

=1

Lemma 4.1 besagt, dass Aquivalenzklassen beziiglich einer Relation R auf
M eine Zerlegung von M bilden. Nach Aufgabe 22 (a) induziert eine Zerle-
gung M von M umgekehrt eine Aquivalenzrelation auf M, beziiglich der die
Elemente von M die Aquivalenzklassen sind.
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Blatt 9, Aufgabe 31 — Vorbemerkungen 2: Zusammenhangskom-
ponenten. Drei Zuginge:

1. Die ,verbindbar“Relation der Vorlesung in Bezug auf Graphen bildet ei-
ne Aquivalenzrelation auf der Knotenmenge, wenn man dazusagt, dass jeder
Knoten mit sich selbst verbindbar genannt werden soll — sieche Nachtrag un-
ten! So ist die Relation auch refleziv, wihrend sie andernfalls nur symmetrisch
und transitiv wire. — Diese Aquivalenzklassen werden in der Vorlesung als
Zusammenhangskomponenten oder Komponenten bezeichnet.

Ay = A{(x,z) : x € M} ist die ,Diagonale” von M, die Identitétsrelation ein-
geschrankt auf M. Ist R eine symmetrische und transitive Relation auf M, so ist
R U Ay eine Aquivalenzrelation.

Tatsdchlich aber ist Skriptum S. 21 oben so zu verstehen, dass {A;, Ajy1} fir
0<i<n-—1 (dquivalent i€ I, gemdf Skriptum S./) auch im Falle n =
0 hinreichend und notwendig fir Vorliegen eines Kantenzugs (Ao, ..., A,)
(n € N!), (A) also fiir jeden Knoten A trivialerweise Kantenzug ist!

2. Eine Komponente U eines Graphen (V| E) ist gleichzeitig eine ,mazimal zu-
sammenhdngende“ Teilmenge von V, d.h. jede echte Obermenge W von U —
U C W CV —ist nicht mehr zusammenhéngend, oder einfach: kein Knoten aus
V' \ U ist mit einem Knoten aus U iiber Kanten aus E verbindbar.

3. Ist G = (V,E) ein Graph, so sei fir A € V: Co(A) := {4} und fir
i € N: Cz-l—l(A) = Cl(A) U {B eV: (HC S CZ(A))({B,C} S E)} Dann ist
C(A) := UjenCi(A) die Komponente ,,von A“, d.h. die Zusammenhangskompo-
nente von G, die A enthélt. Ist V' endlich, so ist ,,spitestens® C(A) = ULZ'&1 Ci(A).
(Hierbei kommt ,verbindbar® gar nicht vor!) {C(B): B € V' } ist die Menge der
Komponenten von G, wobei natiirlich C(B) und C(B’) zusammenfallen, wenn B
mit B’ verbindbar ist.
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Blatt 9, Aufgabe 31 — Voraussetzungen: Essei G = (V, E) ein Graph
mit endlicher Eckenzahl n = |V|, G = (V,E) mit E = Py(V)\ E der
komplementare Graph.

Blatt 9, Aufgabe 3la. Behauptung: G oder G ist zusammenhingend.
Beweis: Gleichbedeutend ist:

G nicht zusammenhingend = G zusammenhingend

Sei also G' nicht zusammenhdngend. Es geht etwas anders als in loes9.pdf
weiter. Weiter seien A, B € V, A # B; z.z.. A, B sind in G verbindbar.
Fallunterscheidung:

1. Sind A, B nicht in G verbindbar, so insbesondere nicht {A, B} € E,
das bedeutet aber {A, B} € E, und A, B sind in G (,,direkt“) verbindbar
(Kantenzug (A, B)).

2. Seien A, B nun doch in G verbindbar. Da G nicht zusammenhéngend ist,
gibt es ein C' € V, das in G nicht mit A verbindbar ist — wéren in G alle
D, D’ mit A verbindbar, so wiren D, D"  via A“ [Transitivit! + Symmetrie]
verbindbar, im Gegensatz zur Annahme, dass G nicht zusammenhéngend ist.
C' ist dann ebensowenig mit B verbindbar. Insbesondere sind weder {A, C'}
noch {B,C} Kanten in E. Dann sind aber {A, C'} und {B, C'} Kanten in E,
und (A, C, B) ist ein Kantenzug in G, der A und B verbindet. a

Alternative zu 2.: A, B gehoren zur selben Komponente V; in GG, dann sind A, B
in G iiber ein C € G\ V1 verbindbar.

Blatt 9, Aufgabe 31b. Etwas anders als loes9.pdf: Wir zeigen die Umkeh-
rung: Ist G nicht zusammenhéngend, so gibt es A mit gradg(A) < 251, -
Sei GG nicht zusammenhéngend. G hat dann mindestens zwei Komponenten.
Wir wéhlen eine Komponente Vj mit minimaler Méchtigkeit |V} |. Die iibrigen
Komponenten seien Vs, . .., Vi, nach Wahl von V; |V;| < |Vi|, nach der Sum-
menformel fiir Zerlegungen (oben) daher n = 32  |Vi| > k- [V4| > 2|Vi]. Ist
A e Vy, so gibt es Kanten {A, B} € E allenfalls mit Knoten B € V; \ {A},

O

also gradg(A) < |[Vi|—-1<2-1<221 —und 34 € V!
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