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§ 1 Unwichtige Erginzung zu T34 (c) (Potenz und Wurzel vertau-
schen): Fiir die Behauptung

\/1+%n=\/(1+%)” (n € N) (1.1)

bzw. allgemein

Va" = an  (a€0,00[,k € N,n € Ny) (1.2)

hatte ich mich (zuerst) auf eine blof d@hnliche Situation bei T29 (b) bezogen.
Habe ich dann wenigstens

Var = Va-a= a-- a=¥a" (1.3)
~ ——
n-mal n-mal

gebracht, was nach 1.24 (b) , anschaulich klar* ist (vgl. (3.3]))? Formal betrachtet
man stattdessen z" als rekursiv definiert durch

¥ =1 und "t =" (x €R) (1.4)

Aus (1.4) (erst mit z = a, dann mit x = ¥/n) folgt (1.2) durch vollstindige
Induktion so:

a0 — 1 — %0 (1.5)
Yt — Yar - a 1.24(b) k/ianwlé/. Ya" Ya = %nJrl (1.6)
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§ 2 Tutoriumsaufgabe 35: Wegen Ubungsaufgabe 32 (a) gilt

coshz = # > Vere—r =1 (x € [0,00]) (2.1)
daher

cosh([0, c0[) C [1, 00] (2.2)
Man kann deshalb

f:0,00] — [1,00[, 2z — coshzx (2.3)

definieren. Die Behauptung der Aufgabenstellung ist dann gleichbedeutend da-
mit, dass f eine Umkehrabbildung

g:[1,00[ — [0,00] (2.4)
hat, die ja auch angegeben werden soll. Wir versuchen es mit

g(y) :=1In (y +VYy? - 1) (y>1) (2.5)

(ich verrate spiter warum). Eine Vorbetrachtung: Wegen

>0 = e*>1>e " (2.6)
gilt
\/(ea:_;e a:>2 :\/e2a:+263:e T4 - 2w_1 (27)
_ \/e2a: + 2 + e—2a: 1 \/e2w _ 24+ e—2a: (28)
:\/ —2efe e (2.9)
— e 2 e — e %
= <2> . (2.10)
_eoe” (x> 0) (2.11)
2
Daher
g(f(@) = (f(@) +F@P 1) (2.12)

(2.14)

(S () ) 219
(

=Ine” =2 (x>0) (2.15)



83 Tutoriumsaufgabe 36 U. Liick: Tutoriumsnachtrége IIT, 2010-02-15, S.3

Mit dem Trick

1 _ y—Vyr—1 e
VIV (1) (i) YT e

rechnet man auch leicht

eln(yﬁ/y?—l) Yo 1n(y+s/y2—1)
2

flo(y)) = =y  (y>1) (2.17)

aus. Damit ist gezeigt, dass ¢ Umkehrfunktion von f ist, das war’s.
Zum Geheimnis der Umkehrfunktion: Damit g Umkehrfunktion von f ist,
muss ja

flaw) =y (y=1) (2.18)
gelten. Mit
z:=g(y) (2.19)

findet man folgende dazu dquivalente Bedingungen:

e’ +e7 "
f)=y = y="T7 (220)
= " —2y+e =0 (2.21)
20 ()2 — 2y +1=0 (2.22)

2 + /A2 — 4
= ex:%:yi VyE—1 (2.23)
e z=h (yi \/y2—1) (2.24)

Aus der letzten Zeile hatten wir uns oben fiir ,,+“ entschieden. Tatséchlich wére
»— nicht gut gewesen, denn der Trick (2.16) zeigt

ln<y—\/y27—1): :fln(y+\/gﬁ)<0 (y>1)

(2.25)

1
nm—
ny+\/y2—1

man hitte also g(y) = « < 0, dafiir ist aber f(g(y)) = f(x) nicht definiert.

§ 3 Tutoriumsaufgabe 36.

(a) In einer ,Bemerkung®, die Satz und Definition 2.23 der Vorlesung unmit-
telbar vorangeht, wird die Schreibweise

e’ :=expx (x €R) (3.1)
eingefithrt. Vor Satz 2.24 tritt

a® ="M = exp(zlna) (a € Ry :=10,00[,z € R) (3.2)
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hinzu. Satz 2.2} verallgemeinert damit Rechenregeln, die bis dahin nur fiir die
Schreibweisen

a":= a---q (a e R,n €N) (3.3)
n — mal

a®:=1 (a€R) (3.4)

o= <i)n (a € R\ {0},n € ) (3.5)

aus 1.8 der Vorlesung galten — d.h. ™ war nur fiir m € Z definiert. Fiir die
Abbildung

zlna

R—-Ri,z—a"=c¢ =exp(z1na) (a eRy) (3.6)

ist auch die Bezeichnung exp,, ( ,Ezponentialfunktion zur Basis a“) gebriuchlich.
Sind a,b € Ry, so ist auch ¢ € Ry. Aus (3.2), 2.23 (b), 2.21 (c) und 2.22 (a)
folgt daher

zlna T

a z_ xln¢ _  z-(Ina—Inb _6 _CL
(3) = P=e ( )= exlnd b7 (37)

(b) In Satz 2.24 (d) wird die Bezeichnung

|
log, : Ry - R,z — % (a € Ry) (3.8)

fiir die Umkehrfunktion von exp, eingefithrt. Damit folgt ganz einfach

Inb Ina
logab : logba = m . m =1 (a,b S R+) (39)

(c) Wegen In = log, und e > 1 folgt aus Satz 2.26 (d) oder (e) (aus meiner
Kopie des Skriptums wird nicht ganz klar, welche Reihenfolge an der Tafel
stand)

lim Ina, = —o0 (3.10)

n—o0

Nach Voraussetzung ist

b:= lim b, €N (3.11)

n—oo
daher gibt es ein ng € N, so dass

1
Vn>ng:b, > 3 (3.12)

Ist M < 0, so gibt es wegen (3.10]) ein ny € N, so dass
Vn>ni:lna, <2M (3.13)

also wegen (3.12))
Vn > max(ng,n1) : by lna, < M (3.14)
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Damit ist auch

lim b,Ina, = —c0 (3.15)

n—oo

gezeigt worden. Aus (3.2]), (3.15) und Satz 2.26 (a) (mit § = 0) folgt

lim a’» = lim eP»man =0 (3.16)

n—oo n—o0

Andererseits ist wegen b € N 0° definiert, und zwar
lim by

0=0°= ( lim an)"w (3.17)

n—oo

was zusammen mit (3.16]) die Behauptung

lim b,
lim a’» = (hm an> nmee (3.18)

n—oo n—oo
ergibt.

(d) Ersetzt man in Aufgabenteil (c) die Voraussetzung b € N durch b = 0, so
erhilt man
lim b,

( lim an)“w —0t=1 (3.19)

n—oo

(3.18)) ist dann im Allgemeinen falsch, jedoch nicht immer. Versucht man etwa

1
an =~ =D, (3.20)
so gilt
1
alr = ¢ (3.21)

n

n
1
wegen (nﬁ) = n, und wegen

, 1
1= \ﬁ LEO) o \/7 (3.22)
n n

gilt
1 1
= {\/— 3.23
T - (3.23)
Daher ist
1 2
lim o = lim —— ~ 27 (3.24)

n— 00 n—00 {L/ﬁ
zusammen mit (3.19) folgt also wieder (3.18)).
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§4 Erginzende Hinweise zu Tutoriumsaufgabe 37: (nach Herrn Spann)

(a) Nach Hinweis

1 n+1 1 n+2 TL+2 n+2
< (1 < (1 = 4.1
6—< +n+1> <+n+1> <n+1> (4.1)

also

n+2
e (#)
(n+2) +1 51

= 4.2

(n4+1)nt+2. ¢ e (42)

Im Induktionsschritt folgt daraus die letzte Ungleichung in
| =nl

m+1)l=nln+1) < o < ) (4.3)
(b) Die Behauptung folgt mit 1.24 (¢) und 2.5 (f) aus

n<n+1<2n (4.4)
(¢) Inzwischen kénnen wir wegen 2.22 (b) recht einfach rechnen

1., ]l nl2mn 1 n! 9

—Wl =g = YT S %o, 45

n n (%)ne\/27rn e (ﬂ)n 2mn (4.5)

€

1 ; n! 2
-L /<z>"¢% Vam (4.6)

Darin geht der zweite Faktor wegen des Hinweises gegen 1, der dritte ebenso,
weil (%/2m)nen Teilfolge von (/27)nen ist und diese gegen 1 geht (2.7 (c)),
ebenso der vierte Faktor wegen 2.7 (¢) und 2.6 (b). Daher

nl=— (4.7
§ 5 Tutoriumsaufgabe 39:

(a) Kleine Verbesserung: nz"™2 — 0 und (n + 1)z — 0 folgen aus 2.7 (e).

(¢) (nach Herrn Spann) Falls x # 0:

> xF 1o zht! 1 o= 2k 1, .
S T Il GET il w2 @ERWO) G

Die Indexverschiebung rithrt dabei von der Regel fiir die Summenschreibwei-
n n-+l
se her: Die Folgen <Z ak+l> und (Z ak> — , Partialsummen* der
n€Ny k=l neN

k=0

o0 o0
Reihen Z a4 und Z ax, — sind identisch, daher sind auch die beiden Reihen
k=0 k=l
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identisch und zeigen dasselbe Konvergenzverhalten. — Aulerdem wurde in (5.1)
folgende naheliegende Regel verwendet, die aus 2.5 (b) folgt:

(%) l 00 0o 0o
Z ay, = Z ag + Z ay (Z aj, oder Z ar, € R) (5.2)
k=0 k=0 k=l k=0 k=l

Daraus folgt fiir den Fall z = 0 auch

o) 0 o)

00

— =1 = .
> k+1 =2 k+1 +Z 1. p o (z=0) (53)
k=0 k:O =1

Fazit:

fe’e] k ew_].
Z kxl’: z (= #0) (5.4)
kzo( + ) 1 (l’:(]

T —z = xk S (_x)k - xk ( $)k
SRR I SR S (55)
b — (—x)k =2k — (—1)k2” (5.6)

)0 (k gerade)
22%  (k ungerade)
Daher miissen in ([5.5) nur k& der Gestalt 2n + 1 bertiicksichtigt werden:

el 2$2l+1 2l+1

em—e_m—z(2l+1 212: 20 +1)! (58)

Fazit fiir die Aufgabenstellung;:
o 2041

Q@+l 2

—X

=sinhz (5.9)
1=0

§ 6 Bemerkung zu Tutoriumsaufgabe 42 (b) (Quotientenkriterium):
Mit ay, := a—kk erhalt man

k+1
a 1 1
=—|1+- 6.1

ak a ( * k) (6.1)
Da (%)keN Nullfolge ist, konvergiert (“Z:l )kEN, so dass

1 k+1 E+1 k+1

= — lim |2 = liminf = lim sup a (6.2)

« k—oo | aF k—o0 ak k—o00 ak

Folgerung 3.11 (a) der Vorlesung (Folgerung aus dem Quotientenkriterium 3.8)
(o)

liefert fiir Z a, Konvergenz im Fall o > 1 und Divergenz im Fall « < 1. Bemer-
k=0
kung (d) nach Definition 3.12 erklirt, dass das liminf- bzw. lim sup-Kriterium
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nach 3.11 (a) fiir den Fall o = 1 nicht zwischen Konvergenz und Divergenz un-
terscheidet. Jedoch liefert im vorliegenden Fall das Quotientenkriterium 3.8 (b)
direkt Divergenz von (ay),cy, da

k+1
VkeN:

>1  bei a=1 (6.3)

ak

§ 7 Tutoriumsaufgabe 44 Nach dem Tutorium etwas iiberdacht:
Fiir die Aufgabe sei

Ng;:={am+i:me Ny} (aeN,ie{l,...,a}) (7.1)

die Menge der natiirlichen Zahlen, die bei Division durch die natiirliche Zahl a
den Rest i ergeben, falls ¢ < a, wihrend N, , die Menge der durch a teilbaren
natiirlichen Zahlen ist. Es gilt

N= |J Noi=NgiU--UNyu (a€N) (7.2)
i€{l,...,a}

d. h. jede natiirliche Zahl liegt in einer dieser Mengen. Sie sind paarweise dis-
junkt, d. h. jede natiirliche Zahl liegt in genau einer dieser Mengen. Aus diesem
Grunde ist die Abbildung o wohldefiniert, wenn unterschieden wird, in welcher
Menge Ny ; ein Urbildelement liegt. (So nicht vorgetragen)

(a) Zur Injektivitit von o hatte ich o(k) = o(k’) in drei verschiedenen Féllen
untersucht: 1. k¥ und &’ sind durch 4 teilbar; 2. k ist durch 4 teilbar, k" nicht;
3. weder k noch k' ist durch 4 teilbar. Ich hatte k = 4m + ¢ und k&' = 4m’ + ¢/
gesetzt mit ¢ € {1,2,3,4}. Im ersten Fall folgt aus o(k) = o(k’), dass |i — /|
durch 6 teilbar ist. Wegen |i —i'| < 3 folgt ¢ = ¢’ und dann auch m = m/, also
k = K. Im zweiten Fall ergibt sich aus o(k) = o(k’) der Widerspruch, dass ¢
ungerade und gerade sein soll, d. h. der Fall kann nicht eintreten. Im dritten Fall
ist i =4 =4/, und aus o(k) = o(k’) folgt 2m + 2 = 2m’ + 2, also m = m’ und
k=Fk.
Surjektivitdt: 1. Ist n € N gerade, so ergibt sich
k:i=4-(2-1)44€eN und o(k)=n (7.3)

2. Sei n dagegen ungerade. Die Zahlen in Ng2 U Ng 4 U Ngg sind gerade, also
muss n wegen (7.2 in Ng 1 UNg 3 UNg 5 sein, d. h.

n=6m+¢ mit meNy und i€ {1,3,5} (7.4)
Dann ergibt sich

k:=4m+ 3L eN und o(k)=n (7.5)
Fuazit: Fir jedes n € N gibt es ein k € N mit (k) = n.
(b) (Herrn Spanns Vorlage ausgearbeitet — nicht vorgetragen) Wir betrachten

by, == Ao (k) (k S N) (7.6)
B, = bam+1 + bamt2 + bam+3 + bamya (m € Np) (7.7)
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Zu zeigen ist, dass Z by, konvergiert, und zwar
k=1
> b>1 (7.8)
k=1
(o]
Wir betrachten zunéchst Z B,,:
k=0
B = agm+1 + Gm+3 + @Gm+5 + a2mt2 (7.9)
-1 6m+2 -1 6m+4 -1 6m+6 -1 2m+3
B N ) A o Vs S .10)
6m + 1 6m + 3 6m+5 2m + 2
1 1 1 1
= - 7.11
6m+1+6m+3+6m+5 2m 4+ 2 ( )
108m? + 124m + 31
= eN 7.12
G Demaminenyy (mEN) (7.12)
Demnach
B, >0 und |B| = B (m € Np) (7.13)

Wir schitzen den Zahler nach oben und den Nenner nach unten ab:

(7.12) 3. 108m2 324m2 3 1
Gm)F 2m ~ M3ami 1 mz (MmN} (T14)

‘Bm| = Bm

= 1
Nach Bemerkung (d) zu 3.11f. der Vorlesung konvergiert Z —, nach Satz
="
— 3 3em 1 e
3.2 also auch ; i 1}; o Wegen (7.14]) erfiillt mzz:le daher das
Majorantenkriterium, konvergiert somit absolut. Dann konvergiert auch

(oo} oo G
)
ZBszo-FZBm > Bol+

m=0 m=1

1
=14+ >1 (7.15)

R
5 2 31

1
3

Wir zeigen jetzt

> b= Bn (7.16)
k=1 m=0

Daraus folgt dann némlich die Behauptung (7.8) mit (7.15)). Fir die Partial-
summen der beiden Reihen fithren wir folgende Bezeichnungen ein:

n

M
Sni=» by (neN)  Sy:=> Bn (MeN) (7.17)
k=1 m=0

(7.16)) ist damit dquivalent zu

lim s, = lim Sy (7.18)

|
n—o0 M—oco
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— wobei die Konvergenz von (Sys) Men, bereits gezeigt wurde und die von
(8n)pen noch zu zeigen ist.
Zunichst gilt

aM M—-1
Sav =Y bi=Y Bn=Su1 (MEeN) (7.19)
k=1 m=0

Das ist entweder ,,anschaulich klar* (wenn man sich vorstellt, wie die Summen
ausgeschrieben werden), oder man beweist es durch vollstéindige Induktion nach
M:

S4.1 = b] + b2 + b3 + b4 = BO = 51,1 (720)

Sa(M+1) = SaM + banr1 + banrv2 + banris + bansta (7.21)
AT )

: SM—l + BM = S(M+1)71 (M € No) (722)

(7.19) impliziert, dass (Sar) ey eine Teilfolge von (sy,), oy ist, nédmlich
(SM)pren = (Snar) pren mit ny =4(M+1) (MeN) (7.23)

Damit ist bis jetzt nur klar, dass der Grenzwert von (Sar) ey, Héaufungspunkt
von (sp),cy ist. Zu zeigen bleibt, dass die sy, fiir die n nicht durch 4 teilbar
ist, ,,nicht ausreiffien.

Wir bemiihen dazu das Cauchykriterium — statt Satz 3.3 (Reihen) jedoch
das fiir Folgen (Satz 2.28):

Es sei e > 0. Zu zeigen ist:

dn* eNVn,n' >n*: |s,—sp|<e (7.24)
Zuerst gibt es wegen der Konvergenz von (Sar) e, ein Mo € N so, dass
€
3
Weiter folgt aus (7.19), (7.7) (vgl. (7.11))) und der Dreiecksungleichung fiir

mGNoi

VMI,MZ My: |SM —SM/| < (725)

|Sam+4 — Sam+a| =0 (7.26)
1
m — S4m =|b m el e—— 2
|Sam+3 — Sam+4| = |bamt4] om + 2 (7.27)
‘$4m+2 - 54m+4| = |b4m+3 + b4m+4| (7.28)
1 1
< |bam Damta| = 7.29
< [bamos| + [bamoa] 6m+5  2m+2 (7.29)
Sam+1 — Samta| = [bam+2 + bamts + bama| (7.30)
< bama| + [bam3| + [bam 4l (7.31)
1 1 1
< eN 7.32
Somi3 omis Tamga (mEN) (7.:32)
1 1 1 5 1
T H A N 7.33
_6m+6m+2m 6m — m (meN) ( )
— insgesamt:

1

‘54m+i — S4m+4| < — (m c N,i S {1, 2,3,4}) (734)

m
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Dabei ist (%)mEN eine Nullfolge, daher gibt es ein M; € N so, dass

1
Vi€ {1,2,3,4) Ym > M [simsi = simed] < — < % (7.35)
Wir behaupten — und zeigen —, dass
n* := 4 max(My, M1) + 4 (7.36)

die Bedingung aus ([7.24]) erfiillt:
Es seien n,n’ > n*. Es gibt dann m,m’ € Ny und 4,4 € {1,2, 3,4} so, dass

n=4m+i und 0/ =4m’ +4 (7.37)

Es folgen
dm +i>n" > 4My+4 (7.38)
m > M, (7.40)

Analog folgen
m > M m' > M, m' > M, (7.41)

Aus (7.25)), (7.19)), (7.35) und der Dreiecksungleichung folgt daher

‘Sn - 3n’| = |54m+i - 34m’+i’|
= |(Sam+i — Sam+a) + (Sam+a — Sam/+4) + (Sam/a — Samr4ar)|
< Samti — Samtal + |Samia — Samr 4| + [Samr 44 — Samr |
<S5+ =S|+ §5<5+5+5=¢ (7.42)

(8m)men ist somit geméB (7.24) Cauchyfolge, konvergiert also. Da (Sar) ey
Teilfolge von (8,,),,cn ist, haben nach Folgerung 2.17 (a) beide denselben Grenz-

wert. Aus (7.16]) und (7.15)) folgt daher die Behauptung (7.8).
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