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81 Gegenbeispiel zu Aufgabe 5 (b) — alternativ zu dem in Herrn Jaskollas
Losungen (Grundidee aus Herrn Spanns Tutoriumsvorlage und einer Ubungs-
bearbeitung):

Fraglich (I Indexmenge, A;, B; fiir i € I Mengen):
1?
(ﬂ Ai> U <ﬂ Bi) = (AiuBy) (1)
icl iel iel

Wir gehen zum Spezialfall T := {1, 2} {iber. Die fragliche Gleichung ist dann
dquivalent zu

(A1 N As) U (By N Ba) £ (A; UBy) N (A2 U By) (2)
Mit

Ay :={1} = By und  Ay:={2} =B (3)
ist die linke Seite von die leere Menge () (denn A; N As = @ = By N By), die
rechte ist dagegen die Menge {1,2} (denn A; U By = {1,2} = A2 U By).

§2 Nachlissigkeit bei Aufgabe 7 im Tutorium: Die der Ubungsaufgabe
entsprechende Tutoriumsaufgabe 7 forderte den Beweis von

Ax(BUC)=(AxB)U(AxC) (4)

fiir Mengen A, B,C. Den Beweis fiihrte ich (aus Gewohnheit und auch wegen
der Vorlage) etwas nachléssig nach dem Muster

(x,y) €LS. — -+ — (z,y)er.S. (5)
Eventuell habe ich dadurch Punktabziige verschuldet, tut mir leid.

Sorgfaltiger gingen einige BearbeiterInnen von Ubungsaufgabe 7 (a) und Herr
Jaskolla in der Musterlosung ungefihr nach folgendem Muster vor:

z€1LS <= - <= zer S (6)
Zu zeigen war fiir Mengen A, B, C, D:
(AxB)N(CxD)=(ANC)x (BND) (7)

1Vgl. Ende des Dokuments
%http://www.webdesign-bu.de/uwe_lueck/tutor.html
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Die Darstellbarkeit von z als geordnetes Paar (z,y) verdient besonders in Be-
zug auf die rechte Seite von und noch mehr in Bezug auf die linke Seite von
@ Beachtung. Dabei geht es nédmlich um die Vertrdglichkeit von Quantoren
mit Junktoren. In aus der Ubungsaufgabe ist interessant, dass die Unver-
traglichkeit des Existenzquantors (3) mit der Konjunktion (A) gewissermafien
durch die charakteristische Eigenschaft geordneter Paare aufgewogen wird.

Fortsetzung im letzten Abschnitt dieses Dokuments!

— Zur korrekten Bearbeitung von Aufgabe 7 geniigt es aber vollig, Herrn Jaskollas
Losung zu lesen. In der Folge wird lediglich das Problem der ,,Quantorenvertrdg-
lichkeit” ndher beleuchtet.

§3 Anschaulicher zu Aufgabe 5 (b): Die rechte Seite von ist nach
Distribution identisch mit

(A1 n AQ) U (A1 n BQ) U (Bl n Az) U (Bl N BQ) (8)

Vergleicht man mit der linken Seite von , so wird diese offenbar von der
rechten um (A; N B2) U (A3 N By) iibertroffen (falls letztere Menge nicht leer
bzw. selbst eine Teilmenge der linken Seite ist). Dies deutet schon an, dass die
linke Seite von eine Teilmenge der rechten ist und unter Umsténden eine
echte (Teilmenge).

Auf dem Roulettetisch sieht das zum Beispiel so aus: A; rote Zahlen, As gerade
Zahlen, By schwarze Zahlen, By ungerade Zahlen. Auf der linken Seite von
bzw. stehen dann die roten geraden und die schwarzen ungeraden Zahlen.
Auf der rechten Seiten kommen die roten ungeraden und die schwarzen geraden
Zahlen hinzu (iibrig bleibt nur noch die 0 fiir die Spielbank).

84 Aufgabe 5 und Vertauschen von Quantoren (Zwischenschritt zur
Vertriglichkeit von Quantoren mit Junktoren, der vielleicht nicht unbedingt
sein muss.)

Die fragwiirdige Gleichung ist mit J := {1, 2} sowie C;; := A; und Cj3 := B;
auch ein Spezialfall von

1?
NUc;=UNacy (9)
jeJiel el jeJ
(©) behauptet Vertauschbarkeit von () mit | J. Diese Behauptung wird durch das
Gegenbeispiel 3] widerlegt.

@D stellt vor allem dann eine Verallgemeinerung von dar, wenn man die
spezielle Bedingung J = {1, 2} zugunsten beliebiger Indexmengen J weglisst.

Die Beziehung der linken Seite von @ zur Quantorenlogik ist folgende:
UCii={z:VieJIiel:z€Cy} (10)
jeJiel

Die Beziehung der rechten Seite von @D zur Quantorenlogik ist folgende:
UﬂOijZ{ZSHiGIVjGJIZEOij} (11)

ieljeJ
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z ist in der Menge von , wenn es ein ig € I gibt, so dass z Element aller
Cioj (] S J) ist, d. h.

VieJ:ze Gy (12)
Dank dieses iy gilt dann auch

ViedJdiel:zeCy (13)
—d.h. z ist auch Element der Menge von . Damit gilt

NUc cUNas (14)

jeJiel icljeJ

Die umgekehrte Richtung gilt nicht allgemein. Das Gegenbeispiel l&sst
sich mit den Setzungen vor (9) auf J = {1,2} iibertragen und widerlegt dann
auch die Umkehrung von Ist fiir allgemeines J ein x in der Menge der
rechten Seite, so gibt es zwar zu jedem j € J ein ¢ € I mit z € Cjj, im
allgemeinen gibt es jedoch nicht zu allen j € J ein gemeinsames ip mit z € C;;

wie in .
Analog sieht man, dass noch allgemeiner die quantorenlogische Formel
JyVz : A(z,y) = Vo 3y : A(z,y) (15)

allgemeingiiltig ist, nicht aber ihre Umkehrung. In der Vorlesung (irgendwo in
§0.3) wurde ein Gegenbeispiel angegeben, das man hier als Spezialfall mit

reNAyeRAz>Yy (16)

fiir A(z,y) wiedergeben kann. Jede reelle Zahl wird von einer natiirlichen Zahl
iibertroffen, es gibt aber keine natiirliche Zahl; die alle reellen Zahlen iibertrifft.

Dagegen gelten
NNci=NN¢i wd JUcs=UUC (17)
jeJiel icl jeJ jeJicl icl jeJ
da laut Vorlesung die Formeln
YyVe : Az, y, z) < VaVy : Alz,y, z) (18)
und
Fydx : A(z,y,2) <= Tz Ty : Az, y, 2) (19)

allgemeingiiltig sind. Die zusétzliche frete| Variable z wird hier zur Kldrung der
Anwendung auf die Mengentheorie angezeigt. und konnen mit weiteren
freien Variablen auftreten. (Auch I, J und C sind hier als solche zu betrachten.)

Um aus und abzuleiten, verwendet man
relNyedNzeCyy (20)

fiir A(z,y, z), so dass
(N(Cis={z:ViedViel:zeCy}={z:VYVi: AGi,j,2)} (21)

jEJIEl
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und

UUCi={z:3jeJ3iel:zeC;}={z:TyTn: AGi,j,2)} (22)
jeJiel

85 Vertriglichkeit und Unvertriglichkeit von Quantoren mit Junkto-
ren: Wir kehren zum Fall J = {1, 2} bzw. zur Situation von Aufgabe 5 zuriick.
Im Gegensatz zu gelten

(ﬂ Ai> N (ﬂ Bi> = (4N By) (23)

i€l icl iel

(das war die Tutoriumsaufgabe 5) und analog

( U AZ-) U <U BZ) = U(Ai U B;) (24)

i€lA el el

Sie sind Spezialfille von . Alternativ konnen sie auf die Allgemeingiiltigkeit
von

Vo : (A(z) AB(x)) <= (Vz: A(x)) A (Vz : B(z)) (25)
— wurde in der Vorlesung zu 0.5 bewiesen — und
Jz: (A(z) V B(z)) < (3Bz: A(z)) V (3z : B(x)) (26)

— wurde in der Vorlesung zu 0.5 erwidhnt und wohl auch im 2. Tutorium von
Herrn Jaskolla als ,, Tautologie 3 (a)“ behandelt — zuriickgefiihrt werden. Ersetzt
man in A(z) durch =A(x) und B(x) durch —B(z), so erhilt man durch
Kontraposition.

(25) ist die Vertrédglichkeit des Allquantors mit der Konjunktion, (26
die Vertriglichkeit des Existenzquantors mit der Disjunktion. Dagegen
ist der Allquantor nicht mit der Disjunktion vertriglich: der Folgerungspfeil in

(Ve : A(z)) vV (Vo : B(x)) =V : (A(z) V B(z)) (27)

ist nicht umkehrbar — darauf wurde in der Vorlesung zu 0.5 mit dem Gegen-
beispiel = 1 fiir A(z) und = # 1 fiir B(z) hingewiesenﬂ Ebensowenig ist der
Ezistenzquantor mit der Konjunktion vertraglich, der Folgerungspfeil in

Jz: (A(x) AB(z)) = 3z : A(z)) A 3z : B(x)) (28)

ist nicht umkehrbar (mit demselben Gegenbeispiel). Dieses Phédnomen heifit
auch Quantorenunvertriglichkeit.

(,, Vertraglichkeit” ist ein sehr allgemeiner Begriff; haufig tritt Vertriglichkeit
als , Distributivgesetz“ auf, z.B. ist ,(a +b) - ¢ = a-c+ b c* die Vertriglich-
keit der Multiplikation mit der Addition [und umgekehrt]. ,|a - b] = |a| - |b]* ist
Vertréglichkeit der Bildung des Absolutbetrags reeller Zahlen mit ihrer Multi-
plikation. Lineare Abbildungen sind Abbildungen, die mit Vektorenaddition und
Skalarmultiplikation vertréiglich sind.)

3Das Gegenbeispiel bedarf wohl einer Ergianzung durch eine Spur Modelltheorie.
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In den Gegenbeispielen zu Aufgabe 5 (b) wurde davon Gebrauch gemacht, dass
sich der Durchschnitt zweier Mengen (Operationssymbol ,N%) auf den allge-
meinen Durchschnitt von Mengen (Operatorsymbol ,,(*) zuriickfithren l&sst.
Analog verhilt es sich mit der Vereinigung. Die dazu bendétigte Indexmenge
kann man mit folgendem Trick erhalten:

AnB= (] X wd AuB= |J X (29)
Xe{A,B} Xe{A,B}

So lassen sich die Vertréglichkeit von () mit N (Gleichung (23)) und die von |J
mit U auf die Vertauschbarkeit zweier (] bzw. zweier |J und auf die Vertausch-
barkeit gleichartiger Quantoren zuriickfiithren.

Angesichts der Vertriglichkeit des Allquantors mit der Konjunktion und des Exi-
stenzquantors mit der Disjunktion sowie der Tatsache, dass der , kleine“ Durch-
schnitt tiber den Allquantor, der ,grofle“ iiber die Konjunktion, die ,kleine*
Vereinigung iiber den Existenzquantor und die ,grofie” {iber die Disjunktion
definiert werden, kann man sich fragen, ob Allquantor und Konjunktion ebenso
zusammenhéngen wie [ und N sowie Existenzquantor und Disjunktion wie J
und U ... Man kann sich aber auch mit der daraus entstehenden Eselsbriicke zu
Vertréglichkeit und Unvertraglichkeit begniigen.

86 Was Unvertriglichkeit nicht ist: Wie die Vorlesung zu 0.10 erwéhnt,
sind

(Vz: (A(z) AB)) <= (Vz:A(z))AB (30)
(Ve : (A(z)vB)) <— ((Vz:A(z))VvB (31)
(Fz: (A(x)AB)) <= (Fz:Alx))AB (32)
(Fz: (A(z)vB)) <= (Hz:A(x)VvB (33)

allgemeingiiltig, sofern x nicht in B Vorkommtﬂ Daraus ergibt sich, dass (Quan-
torenvertriglichkeit hin oder her) auch die folgenden Formeln allgemeingiiltig
sind, falls « nicht in B(y) und y nicht in A(x) auftritt:

(Vavy : (A(x) AB(y))) <= (Vo : A(x)) A (Yy: Bly)) (34)
(Vavy : (A(z) V B(y))) <= (Vo: A(z)) Vv (Vy: Bly)) (35)
(F23y : (A(x) AB(y))) <= (Fz: Ax)) A Gy : Bly)) (36)
(B23y : (A(x) v B(y))) < (Fz:A(x)) Vv (By: Bly)) (37)

§7 Quantorenvertriglichkeit bei kartesischen Produkten (Tutoriums-
aufgabe 7):

Mit ,,(x,y) € M“ statt ,z € M* zu argumentieren ist korrekt, wenn
ze€M = FzIy: (2= (x,y) A (z,y) € M) (38)

gewdhrleistet ist. Davon ist ,,<=*“ nicht von der Definition geordneter Paare be-
troffen, sondern folgt schon aus folgendem Prinzip der Pridikatenlogik mit Iden-
titdt:

Ala) Na=b= A(D) (39)

4 Andernfalls kénnte man von 1 = 1 auf V& : 2 = 1 schlieBen.



Somit erfordert die ,,(z,y)-Argumentation® nur noch
ze€ M= 3JxTy: (2= (z,y) A (z,y) € M) (40)

(40) ist der Fall bei M = A x (B UC) (Tutoriumsaufgabe T7, oben Gleichung
), linke Seite) und bei M = (AN C) x (BN D) (Ubungsaufgabe 7 (a), rechte
Seite) und ergibt sich dort sofort aus der Definition des kartesischen Produkts.

Im Fall der rechten Seite von gemif der Tutoriumsaufgabe haben wir
M=(AxB)U(AxC(C) (41)

und miissen ,,z € M“ zunéchst nach der Definition der Vereinigung auflosen,
bevor wir die Definition des kartesischen Produkts anwenden kénnen:

zEM = z€(AxB)Vze(AxQ()
= (Fz3Ty: ((z,y) € (AX B)Az=(z,y))) V
(Fz 3y : ((z,9) € (AXC) Az = (z,9))) (42)
Der Vertraglichkeit von 3 mit V ist nun
zeM = 3FxTy:(((z,y) € (AxB)Az=(z,9))V
((z,9) € (AXC) Az = (2,y))) (43)
zu verdanken, und (u. a.) ein Distributivgesetz beschert
zeM = 3FzIy:(z=(z,y) A ((z,y) € (AxB)V
(z,y) € (AxC)) (44)
Nun folgt direkt aus der Definition der Vereinigung und dem betrachteten

Fall , und der Beweis zu T7 kann wie in meinem Tutorium zu Ende gefiihrt
werden. (Der letzte Schlenker war allerdings vielleicht ein kleiner zu viel.)

§8 ,,Uberwindung® der Quantorenunvertriglichkeit bei geordneten
Paaren (Ubungsaufgabe 7 (a)):

Im Fall der linken Seite von gemif der Ubungsaufgabe haben wir
M=(AxB)N(C x D) (45)

und miissen ,,z € M*“ zunéchst nach der Definition des Durchschnitts auflosen,
bevor wir die Definition des kartesischen Produkts anwenden kénnen:

z€M = ze€(AxB)Aze(CxD)
= (GzJy: ((z,y) € (AXx B)Az=(x,y)) A
(Fz3y: ((z,y) € (Cx D) Az = (z,9)) (46)
Wegen Quantorenunvertriglichkeit stecken wir hier etwas fest. Hinzu
kommt, dass die syntaktisch-formalen Regeln der Vorlesung das reale, eher infor-
melle mathematische Argumentieren noch nicht vollumfénglich nachbildenﬁ Da-

zu gehort besonders die Methode, Quantoren wihrend eines Beweises ,,voriiber-
gehend zu vergessen®.

5Vgl. Kalkiil des natiirlichen Schliefens.



Holen wir einmal tief Luft und vergegenwiértigen wir uns, was wir bisher erreicht
haben: Einerseits gibt es laut Objekte z und y mit

(z,y) € (AX B) Az = (,y) (47)
Andererseits gibt es ...

Vorsicht:  Die Unwvertrdglichkeit des Exzistenzquantors mit der Konjunktion
auflert sich gerade darin (man erinnere sich an die allgemeinere Frage des Ver-
tauschens von Quantoren, besonders ab ), dass ein Beispiel a fiir die Existenz
eines Objekts mit der Eigenschaft A im allgemeinen nicht mit einem Beispiel b
fiir die Existenz eines Objekts mit der Eigenschaft B dbereinstimmit.

»Sicherheitshalber* bezeichnen wir daher die Objekte 2’ und 3’ mit der Eigen-
schaft

(2',y") e (CxD)Az=(2,y) (48)
anders als die entsprechenden im Fall von (A x B). Statt wére ,,sicherer”
gewesen:

2EM = ze€(AxB)Aze(CxD)

= (Fzy: ((z,y) € (AX B)Az=(z,y)) A

(F2'3y" - ((2',y") € (C x D) Az = (a',y)) (49)

—egal. Es begibt sich aber ... Letztlich ergeben und gemeinsam

(z,y) =z =(2"y) (50)
— nach Definition des geordneten Paars mithin

r=2' ANy=y A(z,y) € (Ax B)A(2',y') € (C x D) (51)
— alle Vorsicht vergebens ... und mit dem Identitatsprinzip

((z,y) € (Ax B)) A((w,y) € (C x D)) (52)
— nach Definition des Durchschnitts:

(z,y) € (Ax B)N(C x D)) (53)
— unter Fall :

(x,y) e M (54)

Wir nehmen die fallengelassenen Existenzquantoren wieder auf (vgl. Strick-
ibung) und schliefen (erneut mit dem Identitéitsprinzip):

ze€M = FxTy:(z=(z,y) Nz€M) (55)

— das ist, wie gewiinscht, (40). Mit Assoziativitdt und Kommutativitét der Kon-
junktion rechtfertigt dies letztlich

(z,y) e(AxB)N(CxD) < z€AANyeBANzeCAyeD
— (ry e((AnC)x(BND)) (56)

als Losung der Aufgabe.

— Bitte nicht vergessen: Herrn Jaskollas Beweis zu Aufgabe 7 (a) geniigt vollig.
Die vorigen Uberlegungen dienen nur zur Vertiefung des Vorlesungsstoffs.



